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AVIS. 

IjOBJST principal de cet Ouvrage y est Pétahlissement éPune Branche 
noiêpelle des Mathématiques. --» Son objet accessoire est la fondation 
des Mathématiques en général. 

La Techme de V Algorithmie y formant la partie essentielle de 
cette branche nouvelle , a été présentée à V Institut de France. La 
Commission nommée par ce Corps > a déclaré ea^ressément que toates 
les méthodes coonues , fimdées sur les développemens des fonctions^ 
dérivent de la Im première de cette Tedmie , et qu'elles n'en sont 
que des cas très-particuliers j et elle a reconnu , par Idjla généralité 
absolue y du mains la généralité absolue présomptive, dé cette loi 
algorithmique suprême. Mais , V auteur n*ayant donné alors que 
les résultats , cette Commission ne pouvait approfondir la nature 
même de la Techme des Mathématiques^ et elle a demandé les dé^ 
veloppemens nécessaires. 

Ces développemens appartiennent d la Philosophie dès Mathéma*' 
tiques : hauteur les présente dans la première partie de cet Ouvrage, 
ayant pour objet une Introduction a cette Philosophie , et 
formant un extrait d'une Philosophie complète des sciences mathé^ 
matiques. — * H donnera , dans la seconde partie^ la Technie de 
V Algorithmie, telle qu'il a eu V honneur de la présenter à r Institua 
r* de France^ 
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X monde physique présente , 4kns 1» caumifité non intelligente ^ 
dans la -nature, denx objets distincts : Tun^ qni est \dL forme, la 
manière d être ; l'autre ^ qni est le coMenu j lessence même de 
l'action physique» 

La déduction de cette dualité de la tiatune , appartient à' la Phi]o«^ 
topbie : nous, nous <;ohtenterons ici d'en indiquer Torigine trans^ 
cendantale. «— EUe*consîste dans la duditë des lois de notre savoir, 
et noHunément dans la diversité qui se trouve entre les lois transe 
cendantsies de la sensibilité ( de la réceptivité de notre savoir) j et 
les lots trasscendantales de Tentendenient ( de la spontanéité ou de 
Factivité ée notre savoir ). C'est, en elTet, dans la diversité qui ré* 
suite de l'application de ces lois aux phénomènes donnés à pos-* 
teriori , que consisle la dualité de Taspeet sous lequel se présente 
la nature; dualité que nous rangeons, conduits de nouveau par des 
lois transcendantales , sous les conceptions àe forme et de contenu 
do monde physique. 

Or ïà forme, la manière d'être de la nature ou du monde phy«> 
sique, est l'objet général des Mathématiques; et son contenu j son 
essence même , est Tobjet général de la Physique. — Mais, laissons 
cette dernière, pour ne nous occuper ici qfue des MathéitiaTiques. 

La forme du monde physique, qui résuhe de l'application des 
lois tiinscendantales 3e la sensibilité aux phénomènes donnés à 
posteriori , est le temps ', pour tous les objets physiques en général , 
et V espace y pour les objets physiques extérieurs. -^ Ce SQot donc 
les lois du temps et de l'espace, en considérant ces derniers comase 
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2 INTRODUCTION 

appartenant au inonde physique donné à posteriori , qui font le yérî* 
taLle objet des Mathématiques (*). 

Telle est d'abord la détermination de Tobjet en question , donnée 
par la iPhîlosopbic en général , et nomméihent par TArchi tectonique 
du savoir humain. — La détermination ultérieure de. cet objet , 
appartient k la pHiLOSoPHÎfE dks Mathématiques. 

Cette dernière Philosophie a pour but l'application des lois pures 
du savoir^ tranacendan taies et logiques^ àf objet général des sciences 
dont il s'agît, a l'objet général tel que nous venons de le' déter- 
miner ; et elle doit ainsi , suivant cetté^ îel?è , déduire, par une voie 
subjective, les tais premières dtEîS Mathéitiàtiques , ~ôu leurs principes 
philosophiques. — Les Math^matiquas ffitLES-nÈMzs parlent de cm 
principefs , et en dcduiseat , par uhe voie ^urekiient ^AjeOtivc > ftans 
remonter jusqu'aux lois întellectuefles ^ l6s pi^pésitiens dont l'eft** 
semble 'fait Tobjèl de ces scteac^s. 

Pour mieux approfondir la nature de la Philosopliie des Matfaé^ 
mati^ueS', il &u( savoir qu^rexiltte, pour le^ ^itictièn^ intelle^trneles 
de lïiomtnè, des lois détermibées. Ces lots^ transcendêiitalM et 
lo|^iques , cara<!térisenl riatelligectoe 'Kaiîmine , ou plutâi constitue»! 
la uatnre tnecné du savoir de Thomme. Of , en appliquant eea lais^ 
prises dans leur pureté subjective, à TobjM génëraf dek MiMbé-* 
tactiques, à M (àtrùe du'intexâe phy^iqtie, à ed résulte^ dank le 
domaine de notre skVotr, un systèÂ^é-de fois particulières, qbi ré- 
^ssentlei fonction^ intellectuelles: sj^claleff portant 'sur i'objet de 
cette application ) sur lé tenfps >et Tespace. «^^ Ce «bilt ces lois ptar-» 
ticuli^res qui constituent les principes philosophiques des mathé- 
matiques, principes que nous aVons nommés. — Il faut encore re^ 
marquer que, suivant cette exposition de la' Philosophie dies Malhé» 
matiques ^ cette philosophie dotme , eu même temps, l'eirpllcation 
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{*) Noitt devons observer ici , pour les nifloetophes^ ^|e noôtf'dffiOoii ekpres^t^ 
ment que les SfathématiqdflB ontponif olqet les loisdui tetnpd et èûVeêpRoe^ en 




Qe notre savoir , aonitées a pnon. — Les irttmiion» du temps et de i espace , con* 
Sidérées sous ce dernier pnînt de vne , font'^b^t de la Philosophie elle-même , et 
•péoiatement de l*JEêthétiqiie trasiCttadantale. 
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des phénomènes intellectuels que présentent leA sciences mathëma-' 
tiques : en effet y Fensemble de ces sciences forme un certain ordre 
de foiictionsjatelleclnettes. et ces fonctions sont de .véritables pbë^ 
nomènes ;. de manière que Içs lois de ces fonctions > qui sont y en 
même tempis, tes Ibis de .qcs . phénomènes^ contienjpeot la condi*- 
fîon de la possiHlîlé de ces derniers^ et donnent^ par là^ leur exp|L*< 
catiotv philosophique. . ' ^ 

Or y c*e;st cette Philosophie des Mathématiques qui est l'objet de 
rint^rpductipn.fori^nt la première partie de cet pnvrage. — Nous 
y sacrifierons. proyispirapPie^tJ^Tigueur scientififw^ kla^^ 
que nous croy^qi^s çéqessaire de; donuer.à cette, n^ùèi*^ y en la pré« 
aent^tnit an public :pour la première /ois^ v 
• Deux p<H;Àts-de yne se présentent dès Tabord de cette Philo*^ 
sopiiie : l'un sul^ectif^ portant sur )e mcxnt; Vautre objectif ^ portant 
sur la science même des Mathématiques. Sous le premifr de ces 
49U9t|Kiitttls de Tue^ fi? s'aigrit; des lois que suit le savoir de Thomine^ 
^ppliqu^ fi,Pob}et géeiërai 4^s MadiéiaaEtt«iu^s ; sous ^ lie seçoj)d> il 
s*a^H dse lois que suit oet ohjet ^^énéral dans l'application dusaT^ie 
de l'homme : les premières, de c^ lois^ les lois suhjecAipeSy sont, 
pour ajnsi dire» les lois que. reçi^k. notre co^ition par. l'objet dîps 
M«(t|iemaîtiques ; et lesrsecpndes^ li^ lois objuctintes^y sont les kiîs 
qu^e reçQÎ^ TpbJQt des Mathématiques pai^a cogfîti^n de rho,mme4 
o JLes lois sobîacllfci^ue. notAS veof^ns de déc^^ire , pfpbr;|S9<M le 
wnUnu^i la t/b«m&.d6 naolr^ . sainair «oiathaipatiq^e*^ — ^ Le xçntf^u 
ccgi^tif présente lefi diffen^tesf fi^cties^ tsseoi^elles dç nos connais^ 
aantpa np»t)iématiquei'^ les c^éroatis obfe^. particuliers^ dîitt«)içts et 
nécessaires, dans les sciences dont il, est qnostipii : il CQii|^ljitut 
l'AacHiTiCTOKngir^MS MATniffATi/QUJis* La fornpie cogi}iliye p.i;c^ 
sente les difierèntas ;aKmièfres. d'entisa|^r Ces pbjiçts particulters^i 
les diffiérens modes intellectuels de leur connaissance : éller céd»^ 
titne la M^THonocoi^n «xs MATnÉatrrntmts; -— » Quant a^» -lois 
oh}ecti,TjQS. que nous Tenons, de déduire, it| ^ffà sont propreiMal 
les lois de l'objet ^l4me des sçience&dont il s^agii^ elles leonstitoeM 

la MxTAniVSiqirX'-tlHM MM'H&tfATlQUSS». 

' Pour ce* qui «mi)ôèrae^', en psemiei* lieu^ l'AreWlmtootqiMKcles 
Madiématiqute^ èlté a' étidemmènt potuMliffl^d6F'déd«t»ey^itsiB lois 
uléines du savoir , les diflSéresé 'objets d^tàtcis et' fj^ssifSis des 
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sciences ^n^ question. — Elle forme une partie itflBentielle'd« ccAiè' 
Introduction à la Philosophie des Matbéiuati(|nes, dont Tobjet prin«« 
cipai e»t rétablissanenl do Ja Tacbnie de . ces . sciencog, Ppur ce(t# 
rtifon f nouB . joignons ^ > à -^etle . latroducUii^i ^ un . Tawlh^àjo ahcsi/t. 
Tso9i»rx<îus .nas MAir£g6HATiQUB$.,«da.nioiQfi pbop^ 1^ JHathé^ia-^. 
tiques pures> tel qu'il résulte de rArcbitefitoa^ue. dont il^i^t; lA 
nQus4ndiqtiarw%expresséiueat, daas^Jie CQi^rs.de jcc^tr^yfragfe^ li»» 
déduiçtions apparrteoant spécialeinept ji.^elte^ pre^niçire partie, de la 
Philosophie "des A^i^cnatiq^es* ).. ., . , 

• Pour ce qui coius^ixes >en..$is|EPfi4 He» ., ia Mçl^Qdfilf^^ de^ Matjkér 
matiques, elle apo.ur/objetja d^il^miïialiiHf. d^^ dii!^i^^tit,es méihodes^ 
qu'on doit sui\re.et quVw ^lûtruéc^sa^remept da^s le^ différentes 
branchies de ce$. science^* -~ Or^ cc^Ue, partie .^^. la.Philp^iopbi^. dpa 
Malbématiques étant fondée sur d^ef prinçfpef pureuieut,logîquf;3^ 
nous romeMi>Q& dans C4ïtte Io^od|ic|îpPjy.Ott il ne doit 4tre ^^juestiop. 
qu^ des résultats conceroant Tobjet ^léme. di^ 41(a|d^majLîqueSr -^ 
La seule ch/f^^.qp/t 0093 crji^qns^.dj^^oiF ^re»rcW*fl*ÇF,^>stiqu^ 
le.a méthodes, qu'on sui|;.dAQS.]^f .4iffére)stpi^rl)r^n0)HS4,d^s fiicjencêi^ 
en queslioA, paraissent. être ^tiqrej3\eol,méciMm«^ d^ gpofnètres : 
cm nomme, par ewellttnpe, ,4f/m/ri«^r^M^s Içs braqcli^ qui d^^ 
pendent de^ cahwls g^énéraux , ^jdant jplwMW^ ipéiriteraijQn|^,.p«r 
ex<^Ui90çe9iJie«>Qmf4ei||WtfA^^«., . .^,. . >, . - . 

Pour cç, qui qwcerne , ^«n .tfoîsièroiifAt'^dfrowiii}^ , Ja Méia«< 
physique des- M«Âéma|îquiiS , iif$H ll|MSDOpR«niwirU partie prin-* 
cipale de la I^hilosophie.jde .«tiiAGieiiaefi ^ et «'est aiis^ Ja pvtie 
principale de cette .Iujbrocku:tion«.,<3rr IN^op^ av^as 4^)k vu qoe^^Mlte 
Mélapbjrsiqiie a ^ oor jbul If s lois qu^ fuit l'obteLmÀue de» Ma^^ 
matiques , . lois , qui sont . les princi^ . pcemifs^. ou philosophiques 
de ces^ciei^ces. C'est donc à mtte Aléta|it^j9Îq)Wj^ ai^f^.d&JCAwbi^ 
tettonique^ qct^appartiennentiprQianeTQent U déteiwitt^tiiiifi^^^mur^ 
de rphjet 4es Mathé9>f|ttquea^ et Ja dédwti^a dei^ Iqis fot$d»nm^^ 

KplîifMis cet 

Les lois du temps et de l'espace > qui, suivant h délerminatioD 
philosophique générale /formenlFeb] et des lila thématiques , peuveift 
être conftiéé^étsî/^cayf 4^/0^ ou in àbsiràcio. ^f^nà le^emiercas^ 
dites ftMt robief des MATaéiiATiqilBs appuquezs ; daxls lé second* 



sciences. -~;Venpf^.a^^j^il^ .v 
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celiliddsMATHiMA'iSQui;» purks. — Maîs^ la eonsîdératàon concrète 
des lois en question , qui dépend Tisiblement de la ccmsidëratioa 
abstraite 'de cétf lois ^ ou qui n^^i est qu'uh corollaire j ne saùi^ail 
nous îatéresser '-dans TOtivr age^ {rt^ésent , où il s'agit principalement 
de foitder la Tec^nie de.^ Mathématiques; au'i^si^'àe nous en occu«> 
pët^ons-^noiis phis d^tiè^'c^ti^ Introduet^on. 

* QuaM au^ Malhénhrati^ues plittes, ;daçons^<notiSv, d'abord^ dans u» 
point de' vue général, et' ciomhaettçonsr par la considération ttbjec- 
tîve, par la détermination ultérieure de Tofe^ét de ces sciences. 

Or; eu ap^KVîuâftt ati'tètep^ cdriildér* ofeféctii^emeH cbmtije 
apfiartenant ^itbt "j^ého^èiii^s ph^iqt^'ddnnés'ii fr6»teriori , les lois 
trftilScetidànta!és^^*séVdir,'et'tl01âhmét;Ifentla.prëmfè des loi^ de 
Féntiendemént, la quantité ^ prise dans tOute^ sà •généralité jîl* en 
résulte» \é coneep&on dé *Ja succession desinstans , et dStos Ja plù^ 
grande abstfactté^ , k *eonteeplîttn"ou plutôt ^le éèlrétrial' du nornirë.^ 
De'phf5/'eÀ àp|»li«pîaAr^k tiliénfe loi tranÀeei](datifKle^à'r!Mùiti6\!^ de 
Féspace, éedeVnîer ëtanf fle ititihë ctinèidétlé abjecWvement]; comme 
ap|iartenant auif phénomènes pl^yskjlies donn^'à'^cftterî^'^ il»ètt 
raanltë la Conception dH iâ^hàhfùnctiôn des points' j'^t dan^ ' ht ^lus- 
grande abstraction ^ la con<:i^tîoil- oii '^Infôt lé^schéma éeV^thni^. ' 

Ces dëtl^ âdtè^Minàticm» txâMeQ!â^^e6'^ Vol^ généra) de^BCa^'i 
thématiques donnent naissance k deulf^l^^kncbéï dèfMifthéiiiMtîe^tiey'' ' 
pures; -^ Lafremière a pëhr'^Jéf^lés'/^/fi»/^? èoà^4%^Uet^^^ 
ArâonjErâiiMi. La secbïide a^^ui* è^'i^ Félï»)^ai^i^e^ '• 

Les iii^mbré^^ eionlme tous lés objets ihtdtèéitt^s , petiVetH èfre 
cotiikléréid^ii gÀtéhaikX en ;>rfr^?cttftV?r^ c*èst*à-<Bre ^ qtfôn peitÉ coii^ 
sidéwir4^pé*^«*Rt les Ifc^ ^^ etlesj^/f5*»es nortibrésf*). 

•-^•CeitetKm^énitloh^itprtremërtt logit^eyëk tf app^artîcfit , pat^' 
eonséquehtV^quIi 4a méthode dé^li^'scièncéV^Qubiqtill en M\\ tes'- 
fcài^te» ndnlbi«fc*«Stfménï Pbbf^t' ^«NAré /Htttt^hfe-' «fe! m%orît^^^^^^ * 
qui-wl»»AL*èîltek,-<A lëà^/att^ foi^iéàt liaijet^ne 

autre *Hw^e-r<1^^'*»t'l'AteTtoI<»t»I^iW4f;.:^ H etfeirt 'dé^W^ê d^ * 
l'étendue : les lois de détendue forment robfèt de fe'ÇïoMj&rtii^' 
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plos graucrae ces homores^ oft une foi oe nombret. 
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GiifiHA»; et ]ts]fiùisét Yéfeaéa%, Fabfet^ k GâovérKn tAftTt** 

CULlèltZ.' • . . . -, 

i fissous à la ednsid^f atioti mA]etÙ9e. -«• fJsn qMniîté mathéiiMi^ 
tiqtiepeut être ettvisagfée soM^^leiix' pointa- de Toe «aseaticUanent 
différens : sous Vxm y on découvre ^lâ naOère éè cette qacaiiëlé ; acm$ 
Taiitre ^ on découvre sa mé$ueê. Plar «xamplé ^ po«r' 1» «{uaatfftet 
dgoriihmiques honméM logarithmes y l'ex^^ .. 

log. {x.jr.z. etc.) = Ipg. j: + ÏQg.jr -^ Jçg^ ^ 4. etc. 

appartient au point de vue de la natufê de ces ({uantitë^^^ ttfexr^ 
pression - ' '< . 

içpartieut 9Xk point de Tse do U oiMure de ces quantités. . 

Ces deux points, de vue aont iiécM<Uûcaik^ ib ^oat îqm^ tpaix la 
natim méifin'jdti mtoit bumaiii» -^Xe pr«jpj^j|||Qiii» lequel on dé* 
cooiqreJa' nature éM. quantités xnatbématîi^paea % c'^^^efà^vej eeijui 
est^àuA f essence de ces quanta), est;foudé «nr û^ spé^ifUtiw. 
Le second 9 sons lequel OA découvre fat ^^uyre desqnant^és mathér^ 
-maliqMé^ c^eH4-4izé^ ce quUfinuJtwe'Çf^ax ar^yer k l'évaluation 
de ces qi^antil^), eel^fonde sur ime. a$pèce4'#^HtoNi^ P^^ 
de ces deus: potoAs de TUa dominer V êt U ^n^ ^me n tj £3m^«9 de U spé|?i«^ 
latlon i dttns le secomd doniae hàvohfHéj^fê^HU dt laçtiMu 

Ainsi ^ k fiiHiiw el k aMriM^ jk». qniortît^ iquabefib^ Mnt 

deuic objets drstinctset: n^èsaakas \4k> IMUtbéxMf^iyM» en géxvéral^ 
et spéoialeiu^u de 1' Al|iori|ih«ik eti de. k GégoMbcick 

Nous QommeKms TnsoaÂJVM^ieUes doi' propositions qip on^-poiit 
objet la netura de^ quanlitea metli{ni#tiqiiw»j..4it,n9iift i}optin«pona. 
niÉTitfonu 'cettea des propoaitiona.qni i^nt pour ol^etl^ u^ftsfw^,^ 
ces qnsntittfa^' Le S|Eatenie ' dea Uiéonèxnes foiwar^ . pOf^ génénal . k 
TnioAin KArflix atiqu»i A s^^éckkoient ^ k T^i<^ani>i4eoiuT9- 
Mi<iuliH|^ la Tnsii^K» oéoMÊ^w^n^L liiAvsyetènsie j^ n^ét^ç^kis £Mr« 
inera en gétiéral laTjaGipmm |i^9a«MM*i4^e ;;'.et. l^péjcifdfi^fieit ^^ k 

TsCHNlfi AlGORfTHMfQUK Ct k TzCBIf» oéoU^AK^ue^ 

' Poursuivons ces déductions. --*- Les différentes fonctions intellec*-» 

• * ■ », 

tuelles dépendent de k difiEirexice contingente qui se troiive dans 
les facultés inteUectueIks; niais, q^eUe qu'en aoît k. diveifsité^ k 
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eMkbmce de Ces Ibactiona &'^t pMsîble <pe . par une identité qi» 
par «me unilë aëcesaaire dea différentes &ciiilës dont elles d^en« 
dent» Cette unité ineeeseir» h sefioufice trftn(i:endMUde . dan» iê 
principe mâflM du sa«oir^ dftns*b cwiscienfi^ ,qui sert da bas^ a U 
pmaibièîié ém ÀcnilM» iiiteUecAftatte#» e^iguî 1^ ]ii«i.par la loi dia 
rideAtîté, enies «m$adéraut ad)îfctivememWou parla li>i,de l'ofiité^ 
en les considérant obfiaclîfeAienL «r*. Ainai^ eA^f^Hqnaiat U» f^aliâ^ 
inteliectuellea à l'objet généjral dea Maibëaciati<]Uea ^ il idoit en ré«- 
aulter, d'abord ^ des fimctioos infellectueUes nsafhématiqu^y différant 
entm etteaet4ë{ieqdantrde8 iÇiçuUffs iotpU^ctnalles différentes^ et 
ensuite > des fonctions intellectuelies inatbéniatiques , formant la 
Uaison des premières ^ et dépendant de l'unité transcendantale qui se 
trouve entre ces facultés intellectueUès» *^ Le premier ordre de ces 
Ibtictions inteHeùtuefiee !matlRnlatk|uea eotistitile évideoufiaent les 
itùnèns de toutes les opérations nia«îiémali(|uea possible») le second 
ordre de ces fouclfcanaconaf i téela nRMiseiMf alAiMiiiy w de eee élémeufi# 
Bn appHqiiatit ces eoitoiéévàtioM philosophiques aiiKTdeuxbninebee 
générides des MuthéaUiti^ies puM», FAlgorihniiu et la Géométrie^ 
on en ^duira les eondutÎMis géuérales^suivantes^^^La ThéCNrie et 
la Tecfaniè de TAlfomkuiie^ aanaî ^e la Tbéone et^ Tecbi^ 4^ la 
Gëcrtitfétrie , oAtcbmcmieikifft'pavliei'diatiiiMtea.: l'une ^^«qui a.pour 
ebfer les iL'iiÉnrfc KicsBsajmts de» opiém^nt matfi^|fiM|ti^ues qui 
apparttemÉent àceft brMiehM reapeetiMftfFattjtw^,^ a pour objf^t 
k iiivifroN sirsi^ÉKATiKive "de ces opéra^eiis éléawataire»» 
' P^WÊ pfMédbr Mtt détfieloppeniew.ul|énctiir»> /it suivteut à la dér 
dnction des lois fcnéa mentake qvi uoa» reetacnt à dijcouYciPi quittons 
\t pdiart de tue général ornons noua tt^ïu^oUSy et v^nou^^ en par^ 
tietaHér y'k cbacune dea-duox branchée de !• Algoritbuûie , que nous 
ittttt^ déterminées ; savoir ; la^OBbéorietet tuTecbuie àé Ji'Algqnthniie* 
*^ QiiatA it' la Géotaiétrie y^ }m^ Kosifta de ceHerinfa^bdnotÎQia ne Iteus 
jfiermettent pas àé Mua en «lèei^^ue dayantage ? mus bo p^m vom 
plréseirter îe{ que iee ^résultats aarebti«etoaiquea> fioiieeruaf|t cette 
partie iutégraritejAsalIffltkénialâoptas pvnrea('^)XeS résultats ^. tels qu'ils 
se trouvent dana le Tableau foiot k cette In(i9>ductiWj auffîr.ont pour 
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6 INTRODUCTION ^ 

BOUS former une idée exacte , au fudlns des différentes Branches né-^ 
eessaires dé là Géométrie y et de leur origine transcendantale. -— ^ 
Procédons donc à la Théorie he l ALc6RiTaÀii;E. 

Sniyant les considérations philosophiques précédentes, la Théorie 
algorithmique a évidemment pour objet, d'abord , la détenninati<m 
de la nature de tous les algorithmes élémentaires possibles , en 
les considérant chacun séparément ou d'une manière indépendante 
des autres , et ensuite ^ la déternûnation de h nature de l'influence 
réciproque de ces différens algorithmes élémentaires , on plutôt 
la détermination de la nature de la réunion systématicpie de ces 
différens algorithmes, — La première partie de cette théorie fer^ 
mera la Théorie algorithmique élémentaire; la seconde^ la 
Théorie ALOORiTHMiqÙE systématique. 

Or y deux algorithmes élémentaires y primitife et essentiellement 
Opposés y savoir^ la SostMATioN et la QRADUATiorr ^ se présentent 
dans la première des deux parties de la Théorie algorithmique.: «-«^ 
Le premier de ces algorithmes a deux branches particulières y l'une 
progressive y l'autre régressive, I'Additioit et la Soustraction ; lé 
second a également deux branches particulières ^ l'une progressive ^ 
l'autre régressive y les Puissances et les Racines. 

Ces deux algorithmes primitifs sont^ pour ainsi dire^ les deui 
pôles intellectuels du savoir humain , dans son application aux quan«« 
tités algorithmiques. • — Dans la sommation. Imparties de. la quantité 
sont discontinues et extensives; elles ont pioprement le caractèi^ 
de l'agrégation (per juxta positionem )« Dans la graduation y les 
parties de la quantité sont au contraire continues;, ou du moins 
considérées comme telles^ et sont en quelque sorte intensives; elles 
ont, de cette manière, l'aspect du caractère de la croissance (p^ 
intus susceptionêm ). — - Ces deux fonctions algorithmiques de notre 
savoir y qui ont chacune leurs lois particulières , sont entièrement 
hétérogènes, et u est impossible de les déduire l'une de l'autre. *--• 
Voici leur déduction métaphysique, ou du moins leur principe 
transcendantal : la première, la fonction intellectuelle de la som- 
mation , est fondée sur les lois constitutiçes de V entendement stricte^ 
ment dit; la seconde, la fonction intellectuelle de la graduation^ est 
fondée sur les lois régalati^es de la raison. 
La neutralisation de ces desx fonctions intellectuelles et ,. par 

conséquent , 






j 



^^^ 



PHILOSÔPmQUE. 7 

conséquent, des deux algoritHmes élémentaires qui leur répondent , 
produit une fonction intermédiaire , à laquelle correspond un algo- 
rithme également intermédiaire, tenant delà sommation et de la 
graduation t nous nommerons cet algorithme REPRonacTioif. — 
Ses deux branches^ progressive etrégressîve, sontlaMi/LTiPLicATiÔN 
et la Division, — Ce troisième algorithme élémentaire qui, consi- 
déré sous le point dé Tue tTOtSpKy»qtte , se rapporte essentielle- 
ment à lafdcufté An jugement ^ doit encore, à cause dé son origine, 
être considéré comme algorithme primitif. 

"Ainsi, la ïhéorîe algorithmique présente trois algorithmes élémen-^ 
taires ^prirhitîfs. Leurs origines se rapportent aui^ trois facultés 
primitives de notre intellect, rentendèment (strictement dit), le 
jugement et la raison. Les lois de ces trois algorithmes , fondées 
sur les lois respectives de ces trois facultés primordiales de notre 
intellect, sont, ainsi que la nature même de ces algorithmes, es- 
sentiellement différentes, et ne sauraient, dans toute leur généra- 
lité, être dérivées les unes des autres. — Il n^exîste donc, et il ne 
peut exister pour l'homme , d'autres fonctions algof ithmîques que 
celles qui sont, ou immédiatement fondées sur ces trois algorithmes 
primitifs, ou dérivées de ces algorithmes* • 

• Parmi les fonctions algorithmiques dénxfées , il* en existe dont la 
dérivation eM: nécessaire , é'èst-à-dire , donnée comme fcotiséquence 
ou coroUairci dans la nature même des trois algorkhrhes primitifs , 
«l d^dkutres dont la dérivation est j^urenfi'ent contingerùe, ^^^ Les pre- 
mières, à cause de léub nécésSîtéy font partie àés principes mêmes 
de TAlgorithmie ^ et pour cette raison -, leur déduction appartient 
à la Philosophie des Mathématiques, et spécialement à leur Archi- 
^^fi^r>^^f. tectonique quî est Fçbjet de cette Introduction. Les dernières dont 
le nombre est itidéfinî,' ionisiibôrdùnnées aux principes de l'Algo- 
rithmié; et lètir déddctloh âppûftietrt aux Mathématiques élles-J 
mêmres. •*- Passons donc k la détermination des foncdons algorith- 
miques dérivées , thais nécessaires. • .. ' . 

Considérée^ ëtl général, lé^ trois fonctions ♦primitives paraissent 
admettre quatre dérivatîoû^ nécessaires , correspondantes aux quatre 
manières di^rente^'dorit elles pëûtettt être combinées' entre elles; 
en les prenant, d'abord deux i deux, et ensuite toutes léïs trois: 
Mais en ^Cônsîdët^iit, en pàrtîculiwi' la lïafttte*' As ccfs foncticras 

5 
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primilÎTes^ on verra que la combinaison de ralgorithme de la som- 
mation avec celui de la graduation^ se trouve déjà dans Torigine 
de celui de la reproduction ; de manière quSl ne reste de combi- 
naisons réellement différentes, que celles de l'algorithme de la re- 

' production avec les algorithmes respectifs de la sommation et de 

la graduation. 

Or, la combinaison des algorithmes primitifs de la reproduction 
^t de la sommation, donne lalgorithme dérivé nécessaire qui forme 

I la Numération ; et la combinaison des algorithmes primitifs de la 

reproduction et de la graduation^ donne l'algorithme dérivé néces- 
saire qui forme les Facultés. -— Le schéma du premier de ces 
algorithmes dérivés ^ est 

^o • <P.x + ^1 . 9iX + ^â« 9à^ + etc. ; 
et celui du second 

<p^ • (piX m p^x • ^3vt« . • • etc. } 

en désignant par ^^^ A^^ A^^ etc. ^ des quantités indépendantes 
de o*^ et par ^o>^, ^.^r, ^^x^ etc. des fonctions quelconques de x^ 
liées entre elles par une loi. 

Tels sont donc les algorithmes nécessaires qui deVivent immé* 
diatement des trois algorithmes primitifs. *- Nous pouvons nous 
dispenser ici de doniiér de plus grands développemens de leur 
déduction ; d'ailleurs , les schémas que nous avons présentés ^ pour« 
xont y suppléer. Nous nous contenterons d'ajouter quelques mots 
pour caractériser la nature de ces algorithmes dérivés. 

La théorie de la numération a pour objet la génération d'une 
quantité algorithmique , en combinant la sommation et la repro-* 
duction. On peut donc ^ dans cette génération , resserrer ces deux 
algorithmes composans entre des limites données y et obtenir néan- 
moins la génération complète de la quantité proposée : c'est là 
le caractère distinctif de la théorie de la numération. — Son impôr* 
tance se manifeste sur^tout dans la génération àt% faits des< nombres , 
ou de ce qu'on appelle nombres naturels ; en effet , par aucun dîes 
trois algorithmes primitif^ , et sur-tout par celui de la sommation 
qui s'applique essentiellement à cette génération, nous ne pouvons 
. avoir immédiatement la conception claire que de quelques-uns dea 
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premiers nombres de la suite des nombres naturels; mais, en 
resserrant les algorithmes de la reproduction et de la somma- 
tion entre les limites de ceux des nombres naturels dont nous 
avons ou supposons avoir la conception claire y nous pouvons^ au 
moyen de la théorie de la numération j opérer la génération de 
tous les autres faits des nombres, ou de tous les autres nombres 
naturels. •*— Cette théorie a ses lois particulières, dépendantes de 
la nature des fonctions (Po^y (Pi<^> 9»^ 9 etc. (car il n'est pas néces- 
saire que ces fonctions forment une suite de puissances) , et de la 
nature des limites dans lesquelles on. resserre les algorithmes de la 
sommation et de la graduation qui en sont les parties constituantes.. 

La théorie des facultés a pour objet la génération d une quan- 
tité algorithmique, en combinant la graduation et la reproduction. 
On peut donc également, dans cette génération, resserrer ces deux 
algorithmes composans entre des limites données, et obtenir néan- 
moins la génération complète de la quantité proposée. — Cette théorie 
est encore trop noiivelle pour qu'on en connaisse toute Timpor- 
tance : nous pouvons assurer, et nous en donnerons la preuve dans la 
Philosophie générale des Mathématiques^ que la génération des lois 
théoriques des nombres, ou la détermination de toutes les expres- 
sions algébriques appartenant à la théorie algorithmique (les sinus, 
les logarithmes, les racines des équations immanentes, les inté- 
grales, etc.), sont essentiellement du ressort de la théorie des fa- 
cultés ; de manière que l'importance de cette théorie pour la gé- 
nération des lois des nombres, ou pour l'Algèbre, est la même 
que celle de la théorie de la numération pour la génération àes faits 
des nombres, ou pour TArithmé tique. -*- U est clair que la théorie 
des facultés doit avoir ses lois particulières, dépendantes de la 
nature des fonctions ^«jr, ^^x, ^^Xy etc., et de celle des limites 
entre lesquelles on resserre les algorithmes de la graduation et de 
la reproduction qui en sont les parties constituantes (^). 

Voilà donc les deux algorithmes dérivés qui résultent immédia- 
tement des trois algorithmes primitifs , c'est-à-dire , de leur com- 
binaison nécessaire. — Ici finirait la déduction de ces algorithmes 
dérivés , s'il ne se trouvait , dans la nature de la numération et des 



O Voye^ la seconde note à la fil» de cet Ouvrage. 



.i 



lo INTRODUCTION 

facultés, le principe d'une conséquence ultérieure et également 
nécessaire. Ce principe consiste en ce que la reproduction , qui 
est commune à ces deux algorithmes dérivés , établit entre eux 
une liaison, une espèce d'unité; d'où résulte^ comme conclusion 
nécessaire, la proposition, du moins problématique, de la transi •*- 
tion de la théorie de la numération à celle des facultés , et réci* 
proquement de la théorie des facultés à celle de la numération; 
— Les schémas de ces deux questions nécessaires , qui doivent 
définitivement terminer le système de tous les algorithmes élément* 
taires , possibles pour l'homme , sont : 

i^. Transition de la numération aux facultés y 

<P^t + ^^$ + ^^$ + etc. = ^ (j:, . j:, • JC3 • etc.} ; 
a*. Transition des facultés à la numération , 

<px^ . ^x^ • (px2 . etc. = ^ {^, + x^ + x^-^ etc.} , 

€n désignant par x», jr^^, x^y etc. des quantités variables quel- 
conques. 

U s'agit donc de déterminer les fonctions respectives (p, s'il en 
existe , qui répondent à ces deux questions algorithmiques , pro- 
posées par la nature même de notre savoir. 

Or, pour ce qui concerne d'abord la première de ces deux ques- 
tions dont le schéma est 

for, «+• ^Xa 4- ?^3 4- ^c. ras cp (ar» .Xg^.x^. etc*) , 

il est clair que la fonction <p dont il s'agit ici, est l'exposant d^une 
quantité donnée qui forme, avqc cet exposant, la valeur de la^ 
quantité variable^ savoir^ 

a étant une quantité constante quelconque. En effet ^ on aura 

x..ar..a:3.etc. =:««'\a^^*.a«^\etc. z^ a^^.+^*+?^^+^*^- 
et par coriséquent 

^jc, •+• <px^ H- ^^2 + etc. = ^ {^, ^t»t,.x^* etc. }. . 

Il ne reste donc qu à découvrir la nature de la fonction ^ ,. el 
à savoir si elle ^t.une fonction dérivée élémentaire^ ou simple-» 
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nient une combinaison des autres fonctions élémentaires. — Pour 

y parvenir, désignons, en particulier, par le radical \/ ,lesra- 
. cines réelles , et en général , par les exposans fractionnaires, les 
racines quelconques, réelles ou imaginaires, des quantités algo- 
rithmiques; et prenons la racine /w des deux membres de l'égalité 

a^ = X. 
En faisant attention à la nature de cette expression, nous aurons 

m 2^ 

^ car la base doit rester constante et réelle , pour que la question soit 
déterminée; et c'est la fonction ^x qui doit répondre aux différentes 

racines a:"*. Mais 

ï+?(V«.-0+?.^^.(V'«-i)--hetc. 



a 



Donc^ 



Or en observant que, lorsque la quantité arbitraire m est infi- 
niment grande, le Second membre de la deroière égalité se réduit 
à son premier terme (^)^ on obtiendra définitivement 



^x = 






Telle est donc la nature de la fonction en question. — Cette 
e:qiression est évidemment celle de la génération théorique primi^ 
tive de cette fonction : c'est Xidée ou la conception première y ^XQr 

(*) Nous prions les géomètres de ne pas.trouver défectueux qu*eQ supposant Wt 
iofiniment grande i^ nous négligions tous les termes par rapport au premier, dans 
le second membre de l'égalité dont il s'agit. ^> Ils trouveront ei-après, lorsqu'il 
ser^ question du calcul différentiel , au moins une indication de la vraie méta^ 
physique du calcul infinitésimal ; et il ne tiendra qq^i eqx de voir que le-prooédé 
que nous venons de suivre est RIGOUREUX. 
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posée par la' raisoù à Fantendemeiity pour être réalisée dans le 
domaine de Texpérience* — C'est donc là la fonction primitive for* 
^ mant ce qu'on nomme logarithme. 

De plus 9 en appliquant le binôme de Newton à. la puissance 

M'y on a _»_ 

fJL étant une quantité arbitraire; et partant, on aura 

« 

^•^ — p • (a»-i)w.i(a.— i)» + ^(af-03— etc. > - 

p ^t ç étant deux quantités arbitraires. Ainsi, en observant que 
ce développement peut toujours être rendu convergent, au moyen 
des deux quantités arbitraires p tt ^, on verra que la fonction <px 
en question est susceptible de valeurs réelles. 

Or, la fonction algorithmique Çx que nous venons de détermi- 
ner, et qui se trouve avoir effectivement des valeurs réelles, esf 
évidemment une fonction dérivée élémentaire, parce qu'elle im- 
plique, dans son ex{Hression, des exposans infinis qui £ont sortir les 
puissances qui leur répondent, de la classe des puissances ordi- 
naires , susceptibles d'une signification immédiate. En effet, en re» 
montant à la source transcendantale , on trouve que les puissances^ 
ordinaires qui répondent à des exposans finis , sont des fonctions 
intellectuelles immanentes y ou des fonctions simples de Ventende^ 
ment; et que les puissances qui répondent sa des exposans infinis , 
ne sont possibles que par l'application de la raison aux fonctions 
de l'entendement que nous venons de nommer^ et sont ainsi des 
fonctions intellectuelles supérieures, et nommément des fonctions 
transcendantes ; ou des conceptions de la raison , des idées pro- 
posées par celte faculté intellectuelle suprême. 

U s'ensuit que les fonctions appelées Logarith^ies, sont àts 
fonctions algorithmiques élémentaires, parmi les fonctions algo« 
ritbmiques^possibles pour l^omme; et que la Théoriïe: des Loga- 
rithmes forme une des branches nécessaires de FAgorithmie. 

Pour répandre plus de clarté sur la nature de ces fonctions^ 
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mticipons ici, par ^{uelques obfiervaUoBi^ sor la mëUipJiysi^e 
même de leur théorie. 

Avant tout, il ne faut pas perdre de vue qu;e rexpresfiiou (pie nous 
avons déterminée, savoir , * 

contient nécessairement , comme expression théorique primitive , 
le principe de toute la théorie des logarithmes; et par conséqumt, 
^'elle forme la loi Ibndamenfide de cette Uiéorie. — C'est donc 
de cette expression que dérivent originairement toutes les proprié-» 
tés et tous les dé^eloppenKUs possibles de ces fonctions : tonte 
autre déduction de leurs propriétés , et tout autre développement 
de leur valeur , sont nécessairement arlifii^ls ou indirects. 

Or^ suivant cette expression primilive , on- trov^e, d'abeird, 
que si ^, , a:«, etc. sont des quantités variables, et n,, n», etc. 
des quantités quelconques , on a la relation 

<p (xi" . x"" . etc.} = »i .^Xj + 'ï.*?'^» + etc. , 

qui forme un principe subordonné de la théorie des logarithiiies.^. 
En efiTet, on a * 

<P (X7' . «,' .etc.) = i^-! ^. i ; 

et observant qu'en général (o:^— i) est une quantité infiniment 
petite , on a de plus et en général 



x- = {i 4- (x*— i)}"5=: i^h.(x' 
et par conséquent 



0; 



n» 



xr*< .etc. = I +«,.(x7 — i)4-«^.« — i)-i-.ctc. 
Donc y en substituant, on aura 



4. « . ,* 



En second lieu , suivant Texpression primitive de la fonction 
dont il s'agit, on voit qu'elle forme autant de systèmes différens^ 
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qu'il y a de valeurs différentes pour la base 4(.^-^ Mais il se présente 
une particularité renuirquable ; la voici. — £n multipliant le nu- 
mérateur et le dénominateur de cette fonction, par la ,quantité in-; 
finiment grande oo qui entre dans son expression^ on a 

^x = — ^s i; 

et alors le numérateur et le dénominateur sont des quantités finies. 
Or le cas le plus simple de ces fonctions serait évideniment ce« 
lui où le dénominateur ^ dans lequel n^entre point la variable , se-;. 
i:ait égal à l'unilé ; et par . conséquent^ où cette fçnclion serait ^ 
pour ainsi dire , indépendante de la base. Il se présente donc ^ dans la 
nature roéme de ces fonctions, la question rationnelle ou philosor 
phique dont voici le schéma : . . 

e désignant le nombre qui répond à cette question. — L'expression 
de ce nombre philosophique., impliqué dans la génération mêoxe 
des fonctions dont il s'agit, sera par cohséquent 

expression qui, en développant le binôme, donne 

OU bien 

ézn 3,71838 etc. 

C'est là l'expression théorique primitive, l'idée ou la conception 
première du nombre qu'on appelle base des logarithmes naturels. 
— - Si nous désignons par L les logarithmes de ce système, nous 
aurons en particulier, pour cette base, 

Lx = 00 (x*— -i); 

et par conséquent y en général ,- pour une hti&e quelconque a , 

Revenons 



^ 
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ReTenoûs a FArcIiitectonîque des Mathématiques qui est ici notre 
i<^ . .C, TgriuTrlc objet 9*^ et nommément à la seconde des deux questions 
rationnelles que nous avons posées plus haut , a celle de la traur 
sitioa des facultés à la numération y dont le schéma est 

çxt . ^x^ . ^0:3 . etc. = (p {a:, + jc, + -^s + etc.}. 

Il s'agit donc encore de déterminer la fonction 9^ s'il en existe^ 
qui réponde à cette seconde question algorithmique y proposée par 
la nature même de notre savoir. — Or il est clair que les fonc- 
tions exponentielles, qui appartiennent entièrement à l'algorithme 
primitif de la graduation, répondent eflectivement , et d'une ma- 
nière complète , à cette seconde question rationnelle. En effet , si 
a et m sont deux quantités constantes, on aura la fonction expo- 
nentielle générale : 

(px = a"*, 
qui donne 

tpxt . (par, . çxs . etc. =s a^^^.aP^*. a"**»* etc. srra'^C*» +*■+«»+««). 
et par conséquent 

q>Xt . (px^ . fXs . etc. = ^{Xt + ^â + ^j ■+• etc. }. 

Ainsi, en considérant les fonctions exponentielles dans toute leur 
généralité, la seconde des deux questions rationnelles dont il s agit, 
la transition des facultés à la nt^mération, ne donnerait lieu à aucun 
algorithme nouveau. Il ne pôu^rail donc s'en trouver ici que dans 
le cas particulier où Texposani m recevrait une valeur qui place-- 
rait les fonctions exponentielles hors de la classe des puissances 
ordinaires et susceptibles d'une signification immédiate. Ce cas a 
lieu effectivement lorsque l'exposant m est ioiagiosiire, et nommé- 
ment lorsque m = \/— - 1 , ainsi que nous allons le déduire. 

Tant que l'exposant m est réel et fini , la fonction (a"*)' reste 
dans la classe de l'algorithme ordinaire de la graduation, quelle 
que soit la valeur de ^ , réelle ou imaginaire : elle est alors une 
simple fonction immanente. Mais , lorsque Texposapt m implique 
l'infini ou est imaginaire, cette fonction sort de la classe de l'al- 
gorithme ordinaire de la graduatign^ parc€ quelle n'est possible 

4 - ■ 
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que par rînfluence(ae la raisoi^constitutivc^qQi la rend alors fonc- 
tion transcendante. Or y le cas ouTexposant m implique Tinfini y 
est celui des logarithmes ou des fonctions que nous Tenons de 
traiter ; il ne reste donc , dans la question présente y des fonction^ 
réellement nouvelles que dans le cas où l'exposant m est imagi- 
naire. — Voici quelles sont l^s fonctions qui résultent dans ce cas. 
— Mais^ traitons la question dans toute sa généralité : nous aurons 
ainsi 



Pour déterminer la natnre de la fonction ^Xy observons d'abord 
que^ pour un nombre quelconque n^ on a 



/ 



i.eo 



et développant le binôme 



{»+(»'—»)}*; 



,00/ 

» = I H \n 






0+7^a (»-- O'+T^ («=- 0*+ etc. 



Mais si e est la base des logaritlimes naturels^ on a 



et par conséquent 



oo(v^— i) = i. 



en ^uppô^ant que /t est un nombre entier. Donc en substituant ^ 
dans la dernière expression de /i ^ ces valeurs de l'unité y on aura 



nss I +- . • 



i?-x 



et observant de plus que 



— • ^ — ^ + ctc, ; 



i.s 



(j/ê*-0* 



1 • Il 



on aura définitivement' 



Ln; 



n =5 1 4- 7 /:« + ~ (!»)• 4- ~5 (/:«)» + etc. 
On pourrait anssi obtenir^ d'une manière également théorique. 
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le déYeloppcment précédent ^ en le déduisant immédiatement de 
l'expression du logarithme ^ savoir^ de 

4 • ^ 

t 

Ln^iz oo(/i*— ' i). 
En effet ^ on en tire 

1 V 



et développant le binôme 

« s= 1 4- i £/i H- ~ (-Ê^)* 4- 77J3 (£»)' H- eic. 

\ 

9 

Nous devons profiter de cette occasion pour prévenir que 
l'expression 

• 
est le véritable schéma pKilosephiqiie de FalgorâthnpLe primitif de la 
graduation: en effet ^ c'est aiasi que la raison fait envisager la gé- 
liératîon des nombres^ en influant d'une manière régulative siir les 
opérations algorithmiques de l'entendeÉaent. '^^^ Mais revenons à la 
fonction ^x. 

Si l'on optique le développement que nous venons de trouver 
pour n^ à la fonction (px dont il s'^git^ nous aurons 



et par conséquent 



H .xS/dbî 



Cette expiession se trouve composée de deux suites^ l'une réelle , 
l'autre imaginaire. En désignant' par Px la première de ces suites ^ 

et par fx le coefficieint de V-— i d^^s la seconde , on aura 

a • 2,0.4 a.o.4.o.b -Cs^ 
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et on verra que les deux fouctious Fx et fx sont susceptibles de 
valeurs réelles. 

La nature de la fonction ^x en question sera donc 

(^x = Fx^fx v/=^i> 



dans laquelle les deux quantités Fx eijx sont deux fonctions de jt, 
susceptibles de valeurs réelles. -— Or , à cause du double signe du 
radical qui entre ^ d'une manière générale^ dans la fonction çx^ ou. 
a les deux équations 

Fx +fx . \/± î = fl+^^^, 
Fx ^fx . V^î = fl--^^^; 
lesquelles donnent 

Fx= { . {a+^ V^^ 4- a-^^^} , . 

Telles sont les fonctions nouvelles susceptibles de valeurs réélles> 
qui sont impliquées dans la fonction 9j:.dont il s'agit^ c'est-à-dire^ 
qui résultent de la seconde des deux questions rationnelles que nous 
Iraitons , de la transition des facultés à la numération. — La der^ 
nière de ces fonctions est ce qu'on appelle sinus ^ et la première ^ 
ce qu'on nomme cosinus; le signe supérieur^ sous le radical^ ré- 
pond aux sinus et cosinus hyperboliques; le signe inférieur^ aux 
sinus et cosinus circulaires. 

Or, suivant ce que nous avons dit plus haut, ces deux fonctions 
forment des sdgorithmes dérivés élémentaires , du moins dans le cas 
de l'exposant imaginaire. En effet, cet exposant imaginaire fait sortir 
les puissances qui lui répondent, delà classe des puissances ordi- 
naires et susceptibles d'une signification immédiate ; et en re- 
montant jusqu'à la source transcendantale , on trouve ici, comme 
pour les puissances qui impliquent l'infini dans leurs exposans , 
que les puissances à exposans imaginaires ne sont poi^sibles, comme 
opérations intellectuelles, que par l'application de la raison à l'al- 
gorithme immanent de la graduation : il résulte, de cette applica- 
tion, des fonctions intellectuelles nouvelles, et nommément de& 
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fonctions transcendantes de la raison^ ou des idées proposées par 
cette faculté supérieure* 

Ainsi les fonctions nommées en général sinus , sont des fonc- 
tions algorithmiques BLÉMEi^rT aires ^. parmi les fonctions algorith- 
miques possibles pour l'homme ; et la Théorie des sinus forme 
une des branches nécessaires de l'Algorithmie. 

Ici finit ce qui^ dans la question générale des sinus ^ appartient a 
rArchitectonique des Mathématiques. -— En anticipant sur la Pk»- 
leflopbic même de la théorie des sinus ^ nous ajouterons quelques 
développemens.pour répandre plus de clarté sur la nature de ces 
fDUctions^ ainsi que nous l'ayons fait pour celles nommées loga- 
rithmes. 

Avant tout, il faut remarquer que les fonctions dont il s'agit 
sont essentiellement algorithmiques , et non géométriques , comme 
on parait l'avoir cru jusqu'à ce jour : elles ont, et doivent néces?- 
sairement avoir leur origine dans l'Algorithmie, dont elles forment, 
comme les puissances ^ les logarithmes ,. etc. une partie élémentaire 
et essentielle; ce n'est que par l'application de. l'Algorithmie à la 
Géométrie, qu'on peut les retrouver dans cette dernière^ et cette 
circonstance est entièrement contingente. Quand même les sinus 
et les cosinus ne se retrouveraient point dans la Géométrie, ils 
n'en subsisteraient pas moins , dans l'Algorithmie , d'une manière 
entièrement indépendante. — Il faut encore remarquer qu'il entre , 
4ans ces fonctions, une quantité arbitraires, qui est la base d^au- 
tant de systèmes differens de sinus et cosinus , qu'elle peut rece-^ 
voir de valeurs difiërèntes : cette base est, pour ces fonctions, ce 
qu'est , pour les fonctions nommées logarithmes, la base des diffe- 
rens systèmes de ces derniers. Lorsque sa valeur est celle de la 
base des logarithmes nommés naturels , le système de sinus et co»- 
sinus est proprement celui qu'on a connu jusqu'à présent. 

Quoiqu'il n'entre point dans notre objet de donner des dévelop- 
pemens qui n'appartiennent pas à la Philosophie même des 'Mathéma- 
tiques , nous devons ici , pour £iire mieux connaître cette nouvelle 
manière d'envisager la théorie des sinus et cosinus , donner au moins 
les résultats de l'application de cette théorie à la Géométrie , en lai 
prenant dans toute sa généralité : voici ces résultats. 

Dans les expressions des fonctions Fx et/à: dont il est question,. 
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les deux signes appHqiaés k runile dans le jradicol X/sbi, répondent^ 

le supérieur ( V^-f-i) aux difierens systèmes de ^us et cosinus 

hyperboliques, et rinferieur ( V-— î) aux différens systèmes des 
sinus et cosinus elliptiques. Da quantité variable x est le double 
de la surface du secteur d une byperibole ou d'une ellipse , compris 
entre le premier axe et le rayon vecteur mené du centre de ces 
ii^-'* courbes à un de «es points; ou, plus généralement, cette surface 
divisée par la moitié du quarré du premier axe. Quant aux fonc- 
tions Fx etfx, si Ton décrit une hyperbole équilatère ou une 
ellipse équilatère, un cercle, sur les premiers axés de l'hyperbole 
ou de l'ellipse dans lesquelles on prendles secteurs dont nous venons 
de parler, et si de plus on mène, par les points qui déterminent 
ces secteurs, des lignes parallèles à leurs deuxièmes axes, on ren- 
contrera, sur leurs courbes équilalères respectives, des points dont 
les distances aux deux axes seront proportionneflles aux fonctions 
Fx eljx; et particulièrement la distancé' de ces points .au premier 
axe , divisée par la moitié de ce premier axe ^ sera égale à la fonc- 
tion fx , et Ja distance au second axe , divisée de même par là 
moitié du premier axe , sera égale à la fonction Fx. Enfin , pour 
ce qui concerne la ba/se a des différens systèmes des sinus et co- 
sinus, si l'on désigne par p le premier axe , et par y le second axè 
de l'hyperbole ou de l'ellipse particulière à laquelle appartient un 
système de ces fonctions, la base a est une quantité telle, qu'eÀ 
désignant^ comme plus haut, par £ le logarithme naturel^ on à 

Lorsque g^s^^fj c'^st^à^re, dorsqtie leis courbes sont éqiiilaf- 
tères., on z La^s^i; et c'est alors qu'on a respectivement le sys-^- 
tème des sinus et cosinus de l'hyperbole équilatère , et le système 
des sinus et cosinus de l'élUpse équilatère ou du cercle , qui sont 
Jes systèmes particuliers qu^on a connus jusqu'à ce jour. 

Les expressions que nous avons déduites pour les fonctions F^ 
^ etjx dont il s'agit^ savoir, 

Fx^ i . (a^*^^ ^ a-^^} , 
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eonlietitfefit nécessairement y conuné expresdîètté lhéar£qiies primi- 
tives , ie^ principes de toute la théorie algorithmique de ces £odc- 
lions. -^ Or^ ea prenant leurs secondes puissances ^ on trouve 

rnffi est la propriété caractéristique^ ou plutôt la liaison de ces 
fonciiofis. Mais négligeons le signe positif de Funilé dans le radical 
qui entre dans les expressions précédentes, et ne considérons quo 
le signe négatif , qoi setd rend ces fonctions réellement transceà-^ 
dantes; nous aurons alors 

VLy — 1 

et pour leur liaison ^ la condition 

Cette condition y jointe à la nature de l'expression de la fonction 
principale çx, savoir ^ 




(pjc ss= Fx ^fx • 

nous fait découvrir , du moins problématiquement , que celte fonc- 
tion ça:, ou bien la fonction exponentielle {ff^^^^y qu'elle repré- 
sente , est une racine déterminée de l'unité, dans le cas où 0::= i , 
et généralement une puissance délerminée de l'unité ^ dans le cas 
de toute autre valeur de x. En effet , la forme de cette expression 
est. celle des quantités imaginaires en général^ de la classe des- 
quelles sont les racines impossibles de l'unité s et de plus, le carac-* 
tèrê distinctif de ces racines est que la somme des quarrés des deux 
quantités réelles qui entrent. dans Texpression de ces racines^ est- 
égale à l'unité. 

Ce caractère distinctif des racines de l'unité , provient ou n'est 
proprement, qu'une conclusion de ce <]ue celles des racines de l'unité 
qui, prises deux à deux, ne diffèrent que parle signe du radical 

imaginaire \/— i , étant multipliées Tune par l'autre , donnent tou-^ 
jours l'imité pour produit. En effet ^ soient deux telles racines 



an les multipliant entre elles ^ on a pour produit a*+ )S^ : donc^ 
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s'il est prouTe généralement que le produit de ces racines de 
l'unité est Funité méme^ on a nécessairetnent et^ + jS* = i • et 
alors cette relation est évidemment la condition de la forme dee 
racines de Tunité. Mais quoiqu'il soit facile , dans la Philosophie 
même de la théorie de la graduation , de démontrer cette vérité 
fondamentale, ainsi que nous le ferons ci^après, nous nous con- 
tenterons ici , pour ne rien supposer gratuitement , de la considérer 
comme hypothétique, et cela à cause de la eéhéràlité de la conclusion 



à-dire, la fonction exponentielle (a*-''^)* est ûnë racine déterminée 
de l'unité dans le cas particulier où jr=r ! ; et si notre supposition 
est fondée , cherchons quel est l'exposant réel de cette racine. 
— - Soit donc en général ^ l'exposant , réel ou au moins imaginaire , 

qui donne (^ *)^ = i . 

En ne prenant que les racines imaginaires , les racines quatrièmes 
des deux membres de cette égalité, sont 

Mais on a 

V— I = — -7= ; 

donc , en prenant les logarithmes des racines ' quatrièmes précé- 
dentes ^ on aura en général 



V^- 



\^ V— I . La 
et par conséquent 



-TT S= 



(Z(i+v^rT)^z(i^v^r7)y 



_ # 

De plus , suivant les développemens trouvés plus haut pour les 
logarithmes, on a 

ZCi+v~ï) = 4-V/^^ — Kv/^)'+KV=^)»— etc., 

V— = — V^^ — i ( V^)' — i ( V^^)» — «te. î 

donc 



^( 
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donc, en substitoant, on aura définitivement 

-• • • 

ou bien 



25 



^ 



La 



• 5^i4i5g etc. 



Ainsi ^ Texposant ne en question est efiectiyement un nombre 
réel, et il est vrai que la fonction exponentielle a*''^^ est une ra- 
cine déterminée de l'unité, — Cette circonstance influe d'une ma- 
nière majeure sur la nature des fonctions Fx e\,fx' qui nous oc- 
cupent, et leur donne un caractère particulier , celui d'une géné- 
ration périodique, ainsi que nous allons le voir. — - Nous avons 



cr étant un nombre réel. Donc, nous aurons aussi 

m étant un nombre entier quelconque, positif, négatif ou zéro. 
Or les fonctions Fjc etjx sont 



/x-= 






(a^- » — a'Z^yy^') ; 



elles seront donc en général 

Ainsi, en observant que ^ est un nombre réel , et m un nombre, 
entier quelconque, positif, négatif ou zéro, on verra, par ces 
expressions générales , qu« les fonctions Fx eijx ont des valeurs 
périodiques , et que les limites de cette génération périodique corres- 
pondent aux valeurs 



X 



/Â/TC 



X 



fc étant un nombre entier quelconque , positif, négatif ou zéro. 

Ce 'sont donc ces dernières expressions qui forment' le principe 
le plus général des fonctions dont il s'agit ; et par conséquent , 

.5 



6 

* 



T^'t— 
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c'est de ce8 expressions , déduites par la Philosoplae des Matlie"' 
matiques^ que l'Algorithmie doit dériver toutes les propriétés et 
tous les développemens de ees fofictioRS. — Nous nous conten- 
terons ici y en nous transportant dans FAlgorithmie elle-même 3 
de déduire, de ces expressions générales, le principe subordonné 
duquel est parti Lagrange, dans sa Théorie et dans son Calcul 
des fonctions , pour déterminer les différentielles , ou , comme il 
les appelle , les dérivées des fonctions q«i nous occupent ; cette 
déduction , quoique purement mathématique ou doctrinale (et non 
philosophique ou métaphysique) nous servira pourtant ici , en nous 
faisant apprécier l'ordre ou le rang lo^iquie du principe que noua 
vçnons de nommer, et, par conséquent, la valeur philosophique 
des résultats mêmes que Lagrange en à tirés ; d'ailleurs, c'est 
de la Géométrie que cet illustre géomètre emprunte ce principe 
subordonné. 

Par la nature des fonctions JRr et fx , la seconde des deux 
questions rationnelles dont nous sommes partis, celle de la tran- 
sition des facultés à la numération, se trouve résolue complète- 
wenï y et Von a en général 

= F(x, + œ^ + 0^3 4- çtc.) + Vd= I ./(jc, '\'X^-\-X2 + etc.). 
Or, lorsque 0*3 = :r^ =± j^5 =z= etc. r= o , on a simplement 

{Fx, + Vît .fx,) . {Fx, + V^L/x.} = 
F(x, + X,) 4- V^\.fix, + orO , 

égalité qui donne 

Fx, .Fx, ±fx, .fx, + v/£7 (Fjc. .fx, -h Px, .fx,) =s 

F(x,-\.x,)-^V^\.f(x, + x,)', ■' 

et par conséquent, en égalant séparément les parties qui ne dépend- 
dent pas et celles qui dépendent du radical \dz i y à cause des xleux 
signes que ce radical peut avoir , on a 

F{x, -f»^»>s= Fx, ..Fx,^fje, ,fx, 1 . 

fix, + x,)=zFx,.fx, +Fx,.fx,i""' ^"^J 
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De plus , suivant les expressions générales des fonctions Px eifx , 
on a ' évidemment 



donc 



ir(-x)Œi^(+a:), /(~a:)=-/(+^); 



■v 



f (Xr — JC») = Fje. . /JB, — Foc, ./or. j 



(B). 



Tels sont lés quatre théorèmes géométriques connus (A) et 
(B), qui forment le principe duquel Lagrange tire les diffé- 
rentielles des fonctions nommées sinus et cosinus : on peut ac- 
tuellement apprécier. le rang logique de ce principe, et, par con- 
séquent, la valeur philosophique des résultats qui en proviennent. 
— - Mais revenons à la Philosophie , et disons encore quelques mots 
concernant le nombre remarquable que nous ayons désigné par ^, 
et que les mathématiciens coûûaissent déjà dans la Géométrie ,• 
comme exprimant le rapport de la circonférence au rayon du 
cercle , du moins dans un cas particulier. 

Nous avons vu que ce nombre doit son existence au problème 
rationnel ou philosophique 

(a^ ) =ïj 

et que c'est la propremeilt que se trouve son véritable et premier 
principe. Noud avons vu de plus, que ce problème est une ques*- 
tion proposée nécessairement, par la nature même de notre sa- 
voir , dans la génération des fonctions algorithmiques nommées 
sinus et cosinus. Nous avons vn enfin que son expression théo-^ 
riqûe est 



^ 



La\/—i 

qui peut se réduire à 



{L(i + v/ZTÏ) - £ (I -, t/— T)}, 



* 



4 £\/~' 



(♦y. 



La ' ^__i 
Mais il entre, dans cette expression-, des logarithmes qui 



('*) Jean Bemonlli. 



:£ INTRODUCTION 

sont déjà des fonctions algorltlizniqaes derivecs; il reste donc le 
problème de déterminer la nature de ce nombre philosophique ^ 
avec des fonctions algorithmiques entièrement primitives (l'Ad- 
dition^ la Multiplication et les Puissances, qui sont, pour Thomme^ 
les élëmens de tout calcul^. C'est là le dernier but de la raison ; 
c'est le biit , du moins secret, que cette législatrice de notre 
savoir avait fixé à tous ceux qui , jusqu'à ce jour , se sont occupés, 
dans la Géométrie, de la recherche chimérique de construire, par 
des lignes , le rapport de la circonférence au rayon du cercle. 
— Or, nous avons trouvé^ pour la nature du logarithme du nqmbre 
7», Texpressioa 

£72 = 00 (»• l) , 

quel que soit le nombre n , "Véel ou imaginaiire ; nous aurons donc 



* • « 

et par conséquent , 

^ A 



* 



00 



La' ^Zî 



. {(i + V/— 1 )=— (i - n/— ï)=J. 



Telle est définitivement la nature, l'expression théorique élé-^ 
mentaire , l'idée primitive du fameux nombre "tc dont il s'agit ici, 
et qui, dans le cas particulier où Z«=: i , est la valeur du rap-> 
port de la circonférence au rayon du cercle. — En voici le dé- 
veloppement très-simple^ suivant le binôme de Newton ^ 



aoo 



et par conséquent 

<7f = 8{i— f + |-f + etc.}.(*). 



(0 («eibiût^* 






i — 



V 

i 



ou bien 
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* =ï 2 (3,i4i59 etc.). 



Vj 



Pour terminer la question des logarithmes et des sinvis^^ pu des 
fonctions qui forment respectivement la transition de la numération 
aux facultés, et des facultés à la numération • il nous reste à dé« 
terminer l'unité ou la liaison de ces dei^ip espèces, de fonctions ; 
cette détermination est encore une question philosophique^ et sei^t 
à terminer définitivement le système de tous Içs algorithmes 
élémentaires possibles pour Thomme , ou à poser la dernière 
limite à ce système. Nous nous contenterons de présenter cette 
détermination sous une forme purement mathématique , ayant déjà 
déduit la nature de ces fonctions^' plus que ne le permettaient 
peut-être les limites de cette Introduction. 

Dans la théorie des sinus ^ on a les valeurs 



quî^ étant divisées Tune par l'autre, donnent 



a 



ou bien 



.axV^ 






en 



désignant par Tx le rapport ^ des deux tonclxoxisfx et Fx (♦) J 



(^ Le rapport des fonctions Fx et fx entre elles et avec Funité) donne des 
fonctions nouvelles y dérivées^ mais simples ; les voici ; 

fx Fx 1 2. '^ 

Fx' fx ' Fx* fx" 

Or il existé, dans la Géométrie , des lignes dont la valeur algorithmique se trouve 
exprimée par ces fonctions : on les nomme tangentes , cQtangentes , sécantes et 
cosécantes, — Conserverons-nous ces dénominations géométriques pour les fonc^ 
tions algorithmiques dont il s*agit? Formerons-nous des dénominations nouvelles , 
ou au moins ^ pour éviter la signification immédiate j reprendrons^nous lés déno« 
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Cette dernière expression^ considérée dans la théorie des loga- 
rithmes^ donne 

les logaridnnes ainsi que les fonctions Fx et fx desquelles dérive 
la fonction llxy étant pris dans les systèmes qui répondent à la 
même ba^e a. Or ^ ca ne considét^aiit que le radical imaginaires^ e% 
faisant 



««a. ,»^^ 

a— 1 1 



Tx 



Z+l' ^-i' 



Ainsi ^ ayant égard à la généçadon périodique des fonctions nom- 
mées sinus y et désignant en général par l'abréviation réc. la fonc^ 
tion réciproque d'une fonction quelconque'^ on aura 

X H- mTC = réc- [T z=z ^-^ , --;L=| , 

'TC étant le nombre que nous venons d'examiner , et m un nombre 
entier quelconque, posklf,. négatif ou zéro. — On aura donc définiti- 
vement 

log. z ^ 2 VZIl . i^c. { F=: J^ , —J^itmTC v/=rr. 

I 

C^eM là! lÂ>liai9e«i^ ou Timilé énlre le»' fonctions iKxmiï^ées loga- 
rithmes et celles nommées sinus, et par conséquent la limite de 
tous les algorithmes élémentaires. 

Fou» voili donc, au term« de la première partie dé la théorie 
algorithmique. — Npiis sommes actuellement certàifas que lès dîffé- 
rens algorithmes que nous venons dé déduire , sont réellement 



• • • » 

fx Fx 
nûoatioBfi ancieiiaM4«>projii»u^ pour \eè foitclktt» ^r- > -^ » •! de transinus 

pottje le«f fbncti^nfl -sr-» 7~ ? ' — II- convient, ce int açiuble , de conserver les 

FsV Jx 

àénomn^icyttS' àt tùn^^tt et^àt sécant^. 
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âELEMEKTAni£6 ^ et forment , par conséquent , "les parties composantes 
absolues de tous les calculs y quels qu'ils puissent élre. Noms sommes 
certains que la forme sous laquelle nous les avons déduits, est leur 
expression primitive , et contient les principes de leurs théories res- 
pectives. Nous sommes ei^fin certains qu'il ne saurait y avoir , pour 
Phomme , d'autres algorithmes élémentaires ^ et ^ par co^iséquent, 
d'autres fonctions algorithmiques primitives. 

Venons à la partie systématique de la Théorie algorithmique. 
^— En reportant nos regards sur les principes dont nous avons 
dérivé tous les algorithmes élémentaires, nous yerrotis Êicilement 
que la possibilité de ces différens algorithmes consiste dans la dua- 
lité Intellectuelle (^) que présentent les -théories de la sommation 
et de la graduation; c'esl--a-idire , en remontant plus haut^ qu'elle 
consiste dans l'^^ppositi^a des lois constitutives de l'entendement 
{strictement dit) y desquelles dérive l'algorithme primitif de la jsom- * 
mation, et des lois régulatives de la raison j desquelles dérive l'al'^ 
gorithme de la graduation. Mais cette espèce de polarité intellec- 
tuelle^ si je puis m'exprimer ainsi ^ qui se trouve dans l'applicatioiBL 
du savoir humain, à la détermination des lois <ies quantités algo«- 
rilhmiques^ doit évidemment se rencontrer dans toutes ces qnai^ 
tités ; car le prindpe de eelte application est le même pour toutes 
les quantités algorithmiques en général. Il en résulte^ dans ces 
quantités considérées objectivement y non une simple neutralisation 
ou combinaison y mais une véritable réunion sjrstématiijué des deux 
fonctions intellectuelles qui ont pour objet les deux algorithmes 
primitifs et opposés^ la sommation et la graduation. Celte réunion 
systématique introduit^ dans les quantités algorithmiques, de nou- 
velles déterminations de leur natute y de nouvelles lois théoriques; 
et ce sont ces lois qui font l'objet de la partie systématique de la 
théorie algorithmique. 

Mais on peut ici se placer dans deux points de vue difierens 
pour considérer la réunion systématique dont il s'agit : dans l'un y 
qui est le point de vue transcendantal y on découvre l'influence dé 
cette réunion sur la génération niéme (la constitution ) des quantités 



^MMkariHHi* 



C*) Si cette dualité intellectuelle n'àvaît pas liett , TbotUme ne pourrait ayoir 
qu'un seul algorithme » celui de la sommation. 



i 
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algorithmiques; dans l'autre ^ qui est purement un point de vue 
logique^ on découvre Finfluence de cette réunion sur la relation 
réciproque (la comparaison) de ces quantités. — Sous le premier 
aspect , la réunion systématique dont il est question , donne lieu , 
dans la génération des quantités algorithmiques ^ à une unité trans^ 
eendantale entre les deux algorithmes primitifs , la sommation et 
la graduation ; unité dont les lois forment l'objet de plusieurs 
branches séparées qu'on pourrait nommer en général Théorie de la 
oONSTiTUTioif ALGORITHMIQUE. Sous le sccond aspect , cette réu- 
nion donne lieu,, dans la relation des quantités algorithmiques, à 
une unité logique entre les deux algorithmes primitifs , la som- 
mation et la graduation ; unité dont les lois forment également 
l'objet de plusieurs branches séparées qu'on pourrait nommer eri 
général Théorie d% la comparaison algorithmique. — ^ Examinons 
donc séparément chacune de ces deux théories générales , et com« 
mençons par la théorie de la constitution algorithmique. 

La réunion systématique de deux algorithmes peut généralement 
être, envisagée , ou comme diversité systématique , ou -comme iVfcn* 
tité systématique : dans le premier cas, ces deux algorithmes sont 
considérés comme distincts, l'un de l'autre^ dans la génération d'une 
quantité algorithmique; dans le second cas, ces algorithmes sont 
considérés Comme. indistincts, l'un de Tautre, dans la génération 
d'une telle quantité. -—Or, les deux algorithihes primitifs, lu som- 
mation et la graduation, étant considérés par rapport à la gêné-* 
ration des quantités , sont entièrenlient opposés dans leur nature , 
et ne sauraient , par cette raison , concourir indistinctement à la 
génération d'une quantité ; ils ne peuvent donc , dans leur réunion y 
donner lieu qu'à une diversité systématique. Mais les algorithmes 
dérivés immédiats, la numération et les facultés, qui touchent à la 
neutralisation des deux algorithmes primitifs opposés, et qui sont 
même liés par cette neutralisation , par l'algorithme de la reproduc* 
tion , peuvent concourir indistinctement , du moins par l'unité de 
leur liaison, à la génération d'une quantité; ces deux algerithmes 
dérivés doivent donc présenter , dans leur réunion ^ une véritable 
identité systématique. 

Pour ce qui concerne, en premier lieu, la diversité systématicjue 
qui, dans la nature des quantités algorithmiques, résulte de la réu-« 

nion 
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nnon àes dènx.algoriUiines primitifs ^t opposés, de la sommation 
'et de la graduatioa^il est clair, à priori, qu'elle ne peut exister que 
de trois manières : i"". par l'influence» systématique de 'là sommation 
dans la geoeratioiv des quanlfté» où domine via graduation ; ,:!''; par 
rinflttence systématique de la -graduation dans la génération des 
quantités où domine la sqnmna4ion; et 5^ par l'influence systé-* 
matique et réciproque de la sommation et de la graduation, dans 1^ 
génération des quantités ok dominent l'un et l'autre de ces algorithmes; 
— Cette triple diversité systématique existe effectivement y et donne 
lieu^ dans le premier caa^ à la Thxokik des (Différences ; dans le 
second, à un calciiji nouveau^ que nous nommerons Théoiiie bbs 
Gaadbs; et dans le troiâèmé cas^ à ce qu^on appelle Théorie ose 
Nombres^ — Voici la déduction ultérieure de ces^ trois branches. 

Ëa considérant les fonctions d'une, ou de {^usieurs variables 
'comme exprimant la génération, par gradueuian des quantités algo<^ 
rithmiques y on pevkt ^aiunoins envisager , par rapport à la som^ 
mation , la va^iatioi^ de ces qiiantité». C'est cette variation envisagée 
ainsi, qu'oAiip]^lle en général. DiFFÉRSfircss, et ce sont les lois de 
cette variation f qui font l'objet de. la Théorie générale des Difv 
FÉRENCEs, piRscTE ET. INVERSE. QuRud OU cousidère commey&»ie^ 
les. parties ou le^ . élémçns de U sommation dont l'influence systé- 
matique fait Fobjet de la théorie des différences, on. a le Calcul pe3 
DÉFÉRENCES, , (Si;. quand <W<4^^. çpnsidère comme infiniment petites 
on a le CALCUL.pE$D|FFÉlucç(TiELfiES. De. plu» j lorsque ces partie^ 
sont considérées comme déterminées j c'est le Calcul des Diffé-;* 
REKCES DÉTjçRMiNÉKsj et loTsqu'au çgyutrairç ,,elles sont considérées 
comme indéterminées, c'est lé Calcvl^dks Différences indéter^ 
MINÉES, ou le Calcul de la variation d£,s Différences (*). 

, Cette 'déduction de la théorie générale des différences et de ses 
branches. pai;ticulière^, est évideAte ; et nous pouvons nous dispenser 
ici d'en donner de plqs ^ample^ d^veloppemens. Ajoutons seule-* 
ment quelques mots concernant U déduction métaphysique du calcul 
diffpreqtiçL . * 

■■' I ■ ■■,» ■■ ■!■ ■! I II ■«II J BI . > . 

(*) JjC calcul qu'on nomme Méthode des variations. — * Nous changeons ici 
cette dénomination , parce que , selon nous, "tout ce qui est méthode appartient 
i la Technîe de rAlgorîthmîe ; et que le ^alcjU doa^ il ^agit , appartient à la 
Théorie de rAl^orHboii^ 
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La possibilité du calcul différentiel se trouva déduite à priori 
par ce que nous Tenons de dire ; et son exisleuee^ ou plutôt son 
effectivité est constatée à posteriori, — • Mais, les procédés de ce 
calcul impliquent une antinomie qui les fait paraître^ tour à tour , 
comme doués et comme dépourvus d'une exactitude rigoureuse. 
Cette antinomie , ou plutôt son résultat , a répandu sur la nature 
du calcul difTérentiel et sur sa métaphysique y une espèce de scepti'*. 
cisme. Portés d'ailleurs par la direction matérielle qui s'est glisséç 
dans la Métaphysique en général j les géomètres de nos jours ont 
considéré le Calcul différentiel comme un procédé indirect et arti-- 
ficiel, et ont cherché k lui substituer un procédé direct et naturel 
qui y selon eux , en aurait été la véritable base. C'est à cette ten^ 
dance que nous devons le Calcul des Fonctions de Lagrange , et 
toutes les autres Théories de dérivation. — • Or, nous prouverons , 
dans lune des notes (la quatrième) qui terminent cet Ouvrage, que 
le point de vue du Calcul des Fonctions de Lagrange et de toutes^ 
l^s Théories de dérivation en général , est absolument faux ; nous 
le prouverons mathématiquement, avec une évidence irrécusable, 
et il faut espérer qu'on renoncera k toutes c^s théories qui , outre 
leur complication forcée ou artificielle , ne sont évidemment pos-- 
sibles elles-mêmes que par la nature du calcul qu'elles prétendent 
expliquer. 

Les procédés du Calcul différentiel ne sont que des règles subjec^ 
tives , des règles de notre spéculation sur la génération des quan-* 
tités par la sommation des parties infiniment petites ; et nullement 
des règles objectives y des lois de la réalité même de cette généra- 
tion ; les premières de ces règles sont fondées, comme l'algo- 
rithme primitif de la graduation, sur les lois regulatives de 1^ raison ; 
et les dernières, comme l'algorithme primitif de la sommation, sur 
les lois constitutives àeX QxUtnàameTLi (strictement dit). Or, c'est en 
confondant ces deux points de vue très-dîstincts , que résulte l'an- 
tînomie qu'on trouve dans les procédés du Calcul différentiel. En 
effet étant considérés comme simples règles de notre spécu- 
lation, ces procédés paraissent rigoureux; et étant considérés comme 
véritables lois de la «alité même de 1;^ génération algorithmique, 
ces procédés paraissent défectueux. •— Voîlk le secret ou la vraie 
métaphysique du Calcul différentiel : il suffira donc de déduire les 
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procédés de ce calcul sous le premier des dem points de vae que 
nous venons d'indiquer y et Ton obtiendra la démonstration rigou«« 
reuse de ces procédés. — Msds^ pour cet Ouvrage ^ en voila asses 
concernant la déduction de la possibilité du Calcul difiërentiel* 

Anticipons par quelques mots sur la métaphysique de Jia diéorie 
générale des différences , pour caractériser la natare de cette âiéorie. 

Avant toutjîl faut déterminer Id conception générale des fonctions 
directes ei inverses des différences. — Soit (px une fonction quelconque 
de jr ^ mais dépendant essentiellement de l'algoritlime de la gra- 
diiation. La variable s^r peut être considérée comme recevant,' 
dans sa génération, ira accroissement suivant Falgorithme de k 
sommation y progressif (l'addition) on régressif (la soustraction) } 
et la fonction ^x éprouvera nécessairement, dans sa génération, 
un accroissement correspondant qui se^a ee que nous nommons 
différence de cette fonction. De plus , cet accroisscfti.ent de la fonc* 
tion (Çx , qui dépendra de la variable Xy sera une nouvelle fonc-« 
tion de x , et adnfecfltra, comine la première , dans sa gënératîoB , 
un accroissemeat correspondant à celui de la variable^ toujours 
suivant l'algoricbme de la sommation* En procédant de cette muàète, 
il résultera de cette ecmskléfation une stdte de fonction» àe x , 
dérivées les unes des autres , et pouv^M^t être considérées dans 
Tordre direct , ou dans Tordre inverse de cette dérivation. -—Voilà 
la conception générale des fonctions dii'ectes et inverses des di& 
férences^ quel que soit Taccroissement de la variable^ fînî ou rnfi-- 
niment petit. Voici sa construction algorithmique. 

Désignons, selon Tusâge, par A les accroissemens nommés dif-« 
férences y dont il est question ; et nous aurons pour les différences 
consécutives y directes et inverses, lés expressions: 

I*) Suivant la voie progressive, 

A'*(px=(— I )'^. ((pjc — Y . ^(x+ A j:) + ^ . ^ , <p («-f- 2 Ax) —etc. V 

a') suivant la voie régressive p 
A'*<px=(+i)".(<px— ^.<p(x— Ax)+7-^.?(*— »Ax)-.etc.), 



fA étant Tindice ou Texposattt de ces difiËeireiiees^ dans Tordre direct 
4>u inverse de leur dérivatiaou 
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Telles âont donc les expressions algorithmiques de l'objet de la 
théorie des différences. <•— Pour en généraliser la déduction , et par 
conséquent ^ pour généraliser cette théorie elle-même^ observons 
que ces deux expressions ne différent que par les coefficiens 

( — i) , (-hO f et par le signe de l'accroissement Ao: de la variable ; 
de manière que nous pouvons n'en considérer qu'une seule ^ et 
rapporter à Tautre^ au moyen de leur liaison facile, les résul* 
tats obteuusdans cette considération. — Nous choisirons lademière 
de ces deux expressions y comme étant plus simple à cause du 

coefficient (+i) qui est toujours .= i (^); et nous aurons ainsi , 
pour Tobjet de la théorie des différences , l'expression générale (a) 

ù!^(px = <pjc: — ^ . (p(j: — 0) + ^ . ^i=i . (p{x— af ) 
_e..(iril.^.(p(x-.3f) + etc., 

en désignant par Ç l'accroissement Ùlx de la variable. 
. Cette expression a d'abord lieu pour tous les ordres /t copfes-^ 
ppndans aux nombres entiers positif ^ et se rapporte alors immédia- 
tement aux fonctions des différences directes ou des dijférences pro^ 
prement dites. En effet y prenant la différence des deux membres 
de cette- expression, on aura 

A< A V)={<P^— 7 . (P(^— ?) + Ç . ^ . (p(x-:i?)— etc. } 

X<p(:c— 5f)+etc.; 
et Ton a aussi , en vertu de l'expression (a) , 

A(A^<pa:) = A^"^*<pa: = (px — ^^^ . (p{x — Ç) 



5 



(*) On pourrait en général prendre (a)^ ponr coefiioient , a étant une quart-' 
tité arbitraire ; ce qyi donnerait lieu à une considération nouvelle .de la théorie 
des différences > dont nous parlerons dans une autre occasion. 
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De plus , l'expression générale (a) a lieu pour tous les ordres /jl 
correspondans aux nombres entiers négfitifs ^ et se rapporte alors 
aux fonctions des différences inn^erses jSlîix intégrales o\x sommes, que 
nous désignerons suivant l'usage par 2. En effet , faisant /a négatif 
dans l'expression (a) y elle deviendra.. .,. (b) - 



sV=<pJf+f.^(^-?) + f .^.<p(a:-3f)-f- 



V 



etc. 



Or y en prenant la différence des deux membres de cette nouvelle 
expression ^ on aura 

et l'on aura aussi , en vertu de Texpression {h) y 



H (Z'^^jc) = s'* V^ i=(px'\- ^ — î- . (p(x — Ç) 



^— i 



+ 



(4,-1 fl 



. J.<p(ar— aÇ)^-ctc. 



^ Enfin ^ l'expression générale (a) et son inverse (b) y ont lieu pour 
tous les ordres ft correspondans aux nombres fractionnaires y irra- 
tionnels et même imaginaires. Mais y dans ces ca$ ^ les fonc« 

tions A ^jc et 2 (fa: n'ont aucune signification. Les valeurs des 
expressions (a) et (b) sont alors purement contingentes y et tirent 
leur possibilité de l'algorithme technique de l'interpolation dont il 
sera question ci-après. — C'est ici le Ueu d'observer que les fonc- 
tions algorithmiques qui peuvent , par le moyen de l'interpolation^ 
recevoir des valeurs déterminées pour toutes les valeurs de la quan- 
tité variable dont elles dépendent^ ne sont point pour cela pos- 
sibles dans tous les cas y ou du moins n'ont point nécessairement 
une signification dans tous les cas. Ainsi y lorsque la Commission 
de rinsdtut qui a jugé ^et Qi i vr» ge^ dit , dan9 son Rapport^ que 
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les facttltëf algorithmîqtied peuvent , comme les puissances \ aroîr 
leurs irrationnelles y parce qu'elles sont susceptibles d'interpolation^ 
on pourrait en conclure que ces irratiomielles peuvent ou ne peu- 
vent avoir aucune signification. Il n'en est pas ainsi : les facultés 
algorithmiques ont des irrationnelles par leur nature même , et 
ces irrationnelles sont susceptibles d'une signification immédiate , 
comme nous le montrerons dans \^ Philoo op bie gdilciale dw - Malhc -* 
matbîques. Tout au contraire y et nous devons en prévenir ici , 
l'interpolation n*a elle «même de prise sur les fonctions algoritl^r 
iniques , que lorsque y dans leur généralité ^ elles peuvent être 
exprimées par des facultés algorithmiques ; et c'est même là la vraie 
métaphysique 9 ou It principe de là possibilité qu'il y a d'appliquer 
la méthode technique de l'interpolation. 

Venons maintenant à la loi fondamentale de la théorie générale 
des différences. — Nous avons dit , dans la déduction de cette 
théorie 9 qu'elle a pour objet les lois de Tinfluence systématique de 
la sommation sur la génération des quantités où domine la gradua- 
tion : c'est ainsi , en effet , qu'il faut envisager les fonctions qu'on 
soumet au Calcul des différences et a celui des différentielles. Or , 
vu cette double origine^ l'influence de la sonnaation et la prépon* 
dérance de la graduation , on conçoit à priori , à cause de Tunité 
transcendantale qui lie ici ces deux algorithn^s -y qu'il doit y avoir y 
dans la théorie dès différences y une loi générale pour cette liaison 
des deux algorithmes primitifs et hétérogènes qui . concourent , 
comme élémens, à la formation des fonctions dçs différences, directe^^ 
et inverses. «-^ Cette loi a lieu effectivement ^ la voici;. • . .(c) 






+ f^-?-^'A'^<A'^"^/^^ 



etc. ; 



et son inverse en frisant f6 négatif (d) 
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Jf^lc et fx étant deux fonctions quelconques de x. 

En effet ^ le développement que présente cette loi ^ est le dé-* 
veloppement d'un produit de deux fonctions , au moyen des diffé- 
rences des facteurs de ce produit; or^ comme appartenant à Talgo- 
rithme de la reproduction , ce produit dépend essentiellement de 
l'algorithme de la graduation (^) y et accuse par là y dan« la fonc-^ 
tion développée {Fx.fx) y une prépondérance du principe de ce 
dernier algorithme ; tandis que les différences des Êicteurs accusent 
immédiatement l'algorithme de la sommation. Ainsi, les dévelop- 
pemens précédons (c) et (J) qui forment la loi en question, eicpiùment 
l'ipfluence systématique de l'algorithme primitif de la sommation dans 
la génération d'une quantité où domine le principe de l'algorithme 
primitif de la graduation. 

C'est celte loi ( et non le théorème de Taylor (**)) qui est la loi 
fondamentale de toute la théorie des différences, directe et inverse ; 
et c'est elle qui forme le principe de toutes les propositions de 
cette tbéorie« Elle est, pour la théorie générale des différences, 
le Calcul des différences et le Calcul des différentielles , ce qu'est 
le binôme de Newton pour l'algorithme de la graduation. -— A 



{*) Lorsque les facteurs sont identiques ^ ce produit rentre immédiatement dans 
Talgorithme de la graduation. 

(**) La méthode , o«, comme on dit, le théorème de Taylor , ett une expres- 
sion TECHNIQVe très-particulière, ainsi qu'on le verra dans la suit^ de cet Ouvrage. 
Cette méthode ne peut donc , comme* on Ta cru , servir de principe à une branche 
essentielle de la Théorie de TAlgorithmie, à la Théorie des DUFérenees. •— Un des 
inconvéniens très-^graves des différentes théories de dér'w/Uions .qxîi prétendent 
expliquer le Calcul différentiel , c'est qu'elles sont fondées sur la méthode de 
Taylor, qui n'est qu'une expression technique, et qu'elles confondant ainsi la 
Théorie avec la Techaiede TAlgorithmie. 
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cause des deux facteurs qu'elle aert à développer^ on pourrait^ par 
analogie , nommer cette loi générale bînome des différences. — De 
plus/ cette 'l<îî7aihsî qûé le IniiOnvd de Nèi/<^^, é* essentielle^ 
ment théorique ^ qtioiqu'ellé ait ,- comirfe ce binôme ',• la fwnïe <ïê]& 
développemens techniques; et «ce q'est qu'à cause de cette forme 
que nous la retrouvons ci-après, avec le Binôme de Newtoju^ p^nili 
Jes principes généraux de la ^echnie algorithmique. 

Pour mieux concevoir la généralité 'de la loi que nous donnons 
ici. porqr la \o\ fwdamentale^.de.toui^ l«i théorie dea 4iâ*érçnceSj| 
dirwtesL ft inyiçifsefiî ^ .^.( s^r-^tout. pap* C9in{4çendre l^rsâsOnde ç^ 
que cette loi s'applique immédiatenieot. à uue £(WK:tiQn/de..J(a raprç^ 
duction y savoir Fx Xfio , et non à une fonction de la graduation^ 
savoir (Fx/'y dont elle' est cependant le véritable développement ^ 
faisons les observations suivantes. 

D'abord, pour qu'une loi qui donne l'expression* des diJBférences 
et différentielles • directes et inverses • soit la loi fondamentale de 
toute la théorie des différences , il faut qu!elle eml^rasse toutes 
les fonctions algorithmiques, possibles, et nommément les trois 
fonctions algorithmiques primitives ', la sommation , la reproduc-* 
tion et la graduation , dont toutes les autres sont formées néces^ 
sairement , c'est*^à--dire , il faut qu'elle embrasse les trois cas 

Mais, d'après la nature Aes dtféranc«9 ^ le premiét de ce» troâ* cas 
e$t donné immédiatement, savoir 

àf*(Fa: -h fie) = i^Fdc + ùf^x j 

il ne reste donc en question que les deux derniers de ces trois c^is. 
Or, nous allons prouver- que, pour la théorie 4^^s différences , le 
troisième cas ' est contenu immédiatement dans le second ; de 
manière que la loi que nous avons doonçe.poi:^. la loi. fondamen- 
tale , et qui s'applique au second de ces trois cas , à la fonction 
de la reproduction, embra$$9^ nécessairement la fonction. db\I^; 
graduation, et par conséquent /toutes. le^ s^utres fonctions algo-^ 
rithmiques possibles/'En efiet, soit proposée la fonction de gradua^ 

lion <bx , et 9 désignant deux fonctions quelconques ; Msôns 
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V 

Fx exfx étant deux fonctions de a:, dont Tune ^ {Mtr exemple fx , 
pent être considérée comme donnée ; et nous aurons 

LFx = ^x.I/bx — Lfx , 
«t partant 

Ainsi ^ les différences du logarithme' de la fonction F;)c se réduisent 
au cas des fonctions de la reproduction^ savoir ^xXl^x. Mais, 
«uivant la loi en question^ on a 

A^'C^x^') = A'* (Fx X /x) = j 

Fx . A^Vx^- ^ ^Fx(ÊL^^yx — ùf^x) + etc. ; 

il reste donc seulement a savoir si on peut y par la même loi ; 
avoir les 'différences d'une fonction Fx , au moy^n des différences 
du logarithme de cette fonction ^ pour reconnaître que le cas des 

différences A^ ( <bx^^ ) se trouve contenu dans celui des différences 
a'^C^xx/x). Or^ ona 

AZFx = LFx - LFix ~ Ç) = L pç^y 

étant, comme plus haut, l'aecroissement dont dépendent les diffé- 
rences ; et partant 

AliFx Fx— F(x — l)j aFx 



•— • F(x-Ç) —FCx-O» 

qui donne 

AFx=5F(x — O X (e^^^^— i), 



«t par conséquent, en vertu de ta loi en question , 
ete.; 
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expression dans laquelle on a en général 

^^ ^^/iLFx^ j^ _^ >a*(A£iîît>f :*A*( AZJîlir X àLFx) + etc. 

n est donc vrai que le cas des difTérences des- fonctions de la 
reproduction embrasse ceiuî des différences des fonctions de la 
graduation^ et par conséquent les différences de toutes les fonc- 
tions algorithmiques possibles. Ainsi , la loi «pie nous ayons donnée 
pour la loi fondamentale de la théorie générale des différences^ 
embrasse réellement toutes les fonctions algorithmiques; et il reste 
scufementk prouver qu'il ne saurait y avoir aucune autre loi fon- 
damentale , ou plutôt que la ]oi qui serait fondée immédiatement 
sur les différences des fonctions de la gradualion, ne saurait , par 
elle-même^ embrasser les différences de toutes les fonctions algo- 
rithmiques poSdiMes^ .et nomméjnenl le« différences des fonction» 
de la reproduction. 

Cette seconde preuve est également facile. En effet^ si la fonctroi^ 

proposée était F^x/x ; pour la ramener k la £MCtîoa 4Kr^^ y Wk 
aurait 

^xL<t>oc = LFx -f- Lfx f 

et considérant la fonction 9ar comme donnée ^ 



^_ LFx , Lfx 



et partant 



de manière que y pour avoir les différences de Tune des deux fonc- 
tions qui composent la fonction dé graduation 4>x^^ ^ il faudrait déjà 
avoir la loi des différences de$ * fonctions 4e la reproduction* 

Ainsi y la loi' en question est réellement la loi fondamentale de 
toute la théorie des différences ; et nous savons maintenant pour^ 
qnoi elle s'applique. immédiatement aux fonctaon^dela roj^roduc- 
tion , et non aux fonctions de la graduation , comme la nature de 
la théorie des différences paraissait l'exiger. 



N 
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Voici la déduction algorithmique de celte loi. — Faisons en 
général. ..... (e) 

y étant un nombre ejcitier quelconque ou zéro; et nous aurons^ pour 
la loi dont il s'agit, l'expression abrégée 

A désignant l'agrégat des termes correspondans à toute$ les valeurs 
entière» de k, e< à celle de vsra. De plus^ pour génér^Kser cette 
expression , et pour l'étendre par là au cas de ^c négatif, au cas 
des différences inverses, employons, dans leur nature, les facultés 
^ui entrent dans cette expression ; et nous aurons .... (^f) 

Or , la difïiéreiice du premier ordre de cette fonction est 



tt'l-', 



• A(A"(Fx ./^)) =. ^ -i^C A' i^:r . (A^/x) -A'F(:^-f ) . (aV(^-.Ç)) J , 

^ étant raccroissement de la variable Xy dont dépendent les difié- 
rence» ; et l'on a . 

A"F(a; — Ç) = A'Fx — AA'iJU: = L'Fx — ù!^^>Fx , 

* ' ► 

Donc, 

^désignant ton jours l'agrégat des termes correspondans à toutes les 
valeurs entières de y,, et à celle de y=o. Mais, en considérant sé-r 
parement le terme correspondante y=o, on a évidemment 
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><a'+'fx.(À'^|/&)^_^_; 



et l'on a de plus 



(A», - (A'*+», = 



= (-0' ^{ û"/- ^-:. ^Vx + l . 1=2. A^-y^ _ etc.} 

ç'est-i-dîré.,. .. (g} 

Ainsi , la dernière expression de a'*'*" ' (Fx./x), se réduit à celle-ci'. 

dans laquelle 

ITious aurons donc définitivement , 



•t par conséqnent 



X A.'+*Fx . (A'^+î/âr) 



»+t 



A'*+\Fx./r)=^Ç£i±o±:: . aVx . (û'*+yx) r 



1^» 



et c'est aussi ce que donne immédiatement l'expression (/) de là- 
loi fondamentale dont 3- «st question. — il suffit donc que celte loi: 



->» 



> * 
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soit vraie dans nn seul cas ^ pour l'être dans tous les autres; *et elle 
Test ëyidenunent dans le cas de /i:=zOy où elle donne 

^^ (Fx.fr) = Fx.fx. 

Ce n'est point ici le lieu de faire dériver ^ de cette loi^ les difFé- 
rentes propositions de la théorie des différences : cette tâche appar- 
tient entièrement à l'Algorithmie elle-mêjçne. — Nous nous conten* 
ferons de nous arrêter sur une dérivation particulière de cette loi 
fondamentale, qui la caractérise essentiellement comme expression 
théorique, et qui, à certains égards, appartient encore à la philoso--^ 
phie de la Théorie des différences. 

Lorsque ft = i , Fexpression générale (^) donne .... Qi) 

H- b.'^Fx .(2î/à? — aSyàr -H 2/^) 

— Ci?Fx . (2</c — SSyx ^42yà: — 2/à:) 

-f- etc. 

Or , en fiûsant, comme dans la déduction prëcédenfe , 

(2/r),=:2A ;■■ 

(2». ^ yx - 2yir 

(2». s= 2/x — 22»/x + l^fx 

(2/x)j = 2/x — 52yà: -f- 32yx — 1*fie 



^ 



-»— *i 4r— a 



l'expression (A) prendra la forme. ... (i) 

:S.{FxJx):szFx.(^fx).+i^x.{yx)^^ 

De plus, en observant que, suivant l'expression (^), on a 

(2/x).=(2/«).-2(2/c). 
(2/x). = (2/x). — 2 (2/*}. 



(2/:r)^=: (Pifx)^^ -- 2 (2/x)^^ ; 
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on verra, que Texprcssioa (i) peut êlre transformée^ par elle-même^ 
en une infinité d'autres dont chacune séparément est finie ; les 
voici : ... (A:) 



2(Fa:./r) = -Fa:.S/a; + 2{AFa:.A(2/r),} 

===Fir.S/i? + ûFjc.(2/^), + 2{A-Fir.^ 
sr=F:c.2^-h AFA:.(S/r). H- A'Fr.(2^)^ 
-h2{A«>b:.A(2/r)3} 
= etc. etc. 

Cette loi particulière forme évidemment une expression théoriqne^^ 
Elle est le principe fondamental de toutes les sonunes o» intégrales 
du premier ordre; et elle présente l'avantage particulier de pouvoir^ 
dans le développement indéfini^ négliger ^ à chaque terme -, les 

quantités qui se détruisent dans la jonction des fiicteurs A^jFIt et 

H est sans doute superflu de rappeler que tout ce que nous venons 
de dire concernant la théorie générale des différences^ s'étend 
nécessairement aa c^eid différetitiei , direct et inverse j qui ea 
est une branche ^ suivant la déduction architectonique que nous en 
avons donnée plus haut. Mais nous devons remarquer qoe les 
expressions (c) et (d) de la loi fondamentale de la théorie géné- 
rale des différences , deviennent plus sônples da»s le cas |^arti^ 
culier du calcul des différentielles. En eSet , les différentielles des 
ordres plus élevés disparaissent devant celles des ordres moins 
élevés; de manière qu'en désignant, suivant lusage , par d et /les 
différentielles directes et inverses , les expressions (r) et (éf) de h 
loi fondamentale deviennent. ... (0 

X d^Fx . d^~yx + elc , 

xd'^Fx./^'^yx^^.^ 

en observant qu'il faut mullipliét* f^af (dx) les' deuï: membres de 
la dernière de ces deux exprtsssions. 
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Il en est de même de là loi fonîlamentale particulière {g) pour 
Jes sommés ou int^p:*ale8 du premier ordre. Dans le cas du calcul 
diffiérentidi^ elle est sliufplemefit. • • . (m)* 

/{Fx.fic) = Fx .ffœ -/{dFx ,//à?} 

= Fx.jf/x ^ dFx.p/x -j-/{d*Fx./'/x} 

z=iFx.ffx — dFx.pfx + d^Fx.pfx —/(d'Fx.jyx) 

ou il Êiut multiplier lea deux tsemlres de ces égalités par la dif- 
férentielle dx. .. ' 

Quant au caleol de la «rariation des différences ('^)y il n'a point 
de lois particidières ; il est soumis aux lois générales de ^a théorie 
des différence^. La particularité cafactéristique de ce calcul , fxpn* 
siste en ce que les différences y sont considérées comme indéter^ 
minées y ainsi que nous fa^MM déjà dit en donnant la déduction 
arcbi tectonique de la théorie générale des différences et de ses 
branches particulières : ire $ont ces diilerel»ces on différentielles indé- 

. terminées , qu'on appelle variations. -^La raison de ce que le calcul 
des yarîatioas jst'a et ne peut avoir de lois particulières , coiusisie 
fax ce qià.'îl oe flépend, que d'une circonstance logique (la déèermi-*- 
natîon ou l'indétermix^tian des difiérenee6),ei nulleflaent d^uo^ 
circonstance transcendantale. 

Nous terminerons cet article concernant la théorie dès diffé^ 

^ rences^ en observant que la loi fondamentale de cette théorie , que 
mous avons appelée iinome des différences , peut , comme le binon»^ 
de Newton , se transformer facilemeât ^ et en vertu d'elle - même , 
en expreesion d'une fonction trinôme^ tétranome^ et en général 
d'une fonction polynôme quelconque. En effet , en ne nous attachant 
ici qu'aux différentielles y l'expression de la loi fondamentale ou du 
binôme des différentielles ^ est évidemment 

^\Fx.fx)=:J''^^-'^^^'"'l--^-^'""^\ifFx.J"'yx, 

en désirant par A l'agrégat des termes oorrespondans à toutes 
les valeurs entières et positives de v ^ et à celle de j^ ?=0. A!|bl^ y 



■MM 



(^^ La Méthode des yariationf. 
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pour généraliser celte expression et pour retendre par là -au cas 
de /JL négatif, au cas des difTérentielles inverses ou des intégrales , 
employons ici dans leur nature^ comme nous l'avons fait plus 
haut y les &culté6 qui entrent dans cette expression. Nous aurons 
ainsi 



ou bien. 



iH» 



df(Fx.fx) = ^ ^,|, |(^^,)|, . ^Fx. d'^fx. . . .(n) 



k cause de 



.'!-»= {^-.(,-or^* 



i/«i« 



!&*-»;!«• 



Or, si Ton tL/x^F^x.f^x, l'expression précédente (n) contien-* 
dra celle de (^ ^ (F^x.f,x), qui suivant (n) est 



,r-'(F.x./.x) = ^.-j^i^^ .iV.x.rf^-'' 



'A^i 



At désignant l'agrégat des termes correspondans à toutes les valeurs 
entières et positives de y, , et à celle de r,=o. Ainsi , en substituant 
cette dernière expression dans (/i), on aura 

en dénotant par A l'agrégat des termes correspondans à toutes les 
valeurs entières et positives de y et r^ , et à celles de ic=so et Fi=o. 

En procédant de la même manière au développement du facteur 
f^x , on trouvera qu'en général . . . • (o) 



â^{Fx.F,x.F^x...fx):si 



A désignant l'agrégat des termes correspondans à toutes les valeurs 
entières et positives de y r» r«« •.• j et à celles de r = 0,^=0, 

f^ wSsO • • • • 

Ainsi 
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Ainsi , ctl observant que c'çst là proprement la forme sous la- 
quelle se trouve rexpression de la puissance, /i d'un polynôme , 
on aura. . . ^ {p) 



:a V- ... . f^ .^^' •' -•'• 1- ■' : ''•'- •' ■•- *'•■ 









en ayant soin dé donner^ aux différentielles ^ ^ les exposans du de-* 
veloppement de ce polynôme. 

Yençus au secû^d de^, trois cas' dans lesquels peut a^r lieu la 
diversité systématique qui, dans la nature des'' quantités algorith- 
miques. Insulte de la réunion des deux algorithmes ptiiftilàii ei 
opposés, de la sbmmatipn'et de la. graduation.* «—Nous avons vu 
que ce second cas répond à l'influence systématique de la gradua- 
tion dai\s lagénévation des quanti t69 oji-dqraine Uu sommation,/ > et 
quâ donne lieu à un calcul nouveau que nous nommons Théorie 
DES Grades. — V<Hci ce qn^il en est ■ • * ' 

En considérant les fonctions d'une ou de plusieurs variables , 
commo: ^èxprîmaiat la gébéFation par^omi^;io;2.de$ quantités \aIgo<- 
rithmiques , on peut , sous le point de vue opposé à celui des diffé- 
rences^ envsûtgcr la viriatioti de eefi^ quantités par rapport à la gra*^ 
èmOiMU II en xésolte^nr al^goritkmè systématique' particulier , essen- ^ 
tiellement distinct de celM que nous venons d'^^aminer, c*e$t-2t-dire,^ 
de la théorie dès différences. — Cette seconde manière d'envisagner la 
varidtîon des quantités algorithmiques , dérive évidemment , s^ivané^ 
la déduction architectonique que nous en avons donnée plus haut , 
de la même source d'où dérive celle stir laquelle est fondée la' 
théorie des differenceis. Il est donc avéré à jj^riori qu'il doit exister,' 
ou du moins qu'il peut Qxister un autre calcul analogue à celui des 
différences , mais opposé à lui par la nature de l'algorithme dont^ 
l'influence systématique y a lieu. Dans le calcftil des différences , 
c'est la sommation qui influe . dans la génération des quantités où 
domine la graduation ; et dans le calcul en ^juestien ., c'eat la gra- 
duation qui influe sur la variation des quantités où domine la 
sommation. 

cCo. cahml - èadifle effectivement. — Soit jr une fonction d'une 
variaUe x> ^t itovur défti^wons par (pJt ^\ de manière que 
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Concevons qtxè l^exposânt de jc reçoive un accroissement ^ et éésî- 
gnons-le par yx ; îl est e'vident que l'exposant de j- doit recevoir 
également un accroissement ; et si nous désignons ce dernier par 
yj", nous aurons 

Or, en divisant ces valeurs dérive'es par la quantité primitive j'ïs^Xy 
on aura. . . . (a) 

et ce sera Yciccroissement par graduation de la fonction Çx ^ cor-» 
respondaïit à un accroissement pareil de la variable x. 

Cette variation par graduation suit nécessairement des lois par-' 
liculières ; et c'est l'ensemble de ces lois qui forme le calcul dont il 
est question. — Nous le nommerons Théorie dks Grades , comme 
nous l'avons déjà dit; et cela^ parce que nous appellerons en général 
CRADES (*) les quantités que nous venons de désigner par yXy yjr. 

La théorie des grades forme donc encore une branche nécessaire 
et essentielle de FAlgorithmie. — De plus, en observant que les quan^ 
tités yx^ yjy peuvent être considérées cotame finies y om comme iffini-- 
ment petites , on verra que celte théorie , comme la théorie gé- 
nérale des différences, doit avoir deux branches particulières. Nous 

(*) Il paraît hors de doute que le mot grade est la traduction latine moderno 
du mot arabe der^eh , qui signifie originairement Féchelon d une échelle ou le 
degré d'un escalier^ et qui provient du verbe daraga (gradatim progredi). Il 
paraît également hors de doute que les Espagnols^ qui d'ailleurs ont le mot grado ,, 
en furent les premiers traducteurs. — Peut-être le mot français degré provient-il 
immédiatement du mol^arabe dergeh. 

Les Arabes ont employé leur dergeh pour rendre le motfJLoipet de Ptoléméc, que 
les anciens Latins traduisaient par le mot parss Ce n'est que dans les traductions 
des Arabes , que le mot latin ^radus fut employé dans la signification d*tm degré- 
du cercle. II est vrai que Manilius dit de Téqualeur : 

Quatnor et gradibus «oa fila reducit ab cstu ^ 

iliais ce n*est ici qu'une fexpTession poétique qu'il empfoiâ aa fiett dé par^> 6t qui 
d'ailleufs signifie chez lui six degrés. 

( Ces recherches historiques appartiennent aux professeurs ILaestner et 
TjxhseD)^ 
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nommerons grades ( strictement dits), les quantités yXy yy ^ lors- 
qu'elles sont considérées comme finies , et gradules y lorsqu'elles 
sont considérées comme infiniment petites ; et nous aurons ainsi , 
par analogie avec les deux branches de la théorie des différences, 
le Calcul des Grades et le Calcul des Gradules. —Enfin, les 
accroissemens qui font l'objet de la théorie générale des grades^ pen- 
vent être considérées comme déterminés ou comme indéterminés; 
et cette théorie admet encore, comme la théorie des différences, 
deux branches particulières , savoir ^ le Calcul des Grades déter- 
minés, et le Calcul des Grades indéterminés, ou le Calcul de 

LA VARIATION DES GrADES. • 

Voilà ce qui, concernant la théorie des grades, appartient k 
TArchitectonique des Mathématiques. — Voici quelques aperçus 
; > 'if'^' pbiUfcSQphiquQg de cette théorie elle-même. 

D'abori, il faut avoir l'expression générale du grade et dugra- 
dule d'une fonction quelconque , au moyen *d'autrcs algorithmes 
connus. — Pour cela^ reprenons l'expression (cl) 



a 



.>y_^(a:^^>0. 



et faisons 



^x 



a: =^ + ^, 



pour lier les grades avec les différences au moyen desquelles nous 
allons exprimer les prendiiers. Nous aurons ainsi. • * • (/S) 



yy 



^(j^+g)— <p^ A^(a: + 



^x 



çx 



étant l'accroissement dont dépend la différence A. Or ^ nous avons 
vu plus haut que 



A<px^(p(a; — ^).(e^'^— .i)î 



d'où il résulte 



Substituant cette valeur dans (/3) , nous aurons. ...(>) 



5o 

et par conséquent 
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y^jc 



AL<p{x^Q 




g(px 



dL^x 



en désignant les gradules par la ftttre latine g y par analogie avec la 
notation des diflFérentielles. 

Mais ce ne sont encore là que les expressions du grade et da 
gradule du premier ordre ; et il faut observer , comme nous allons 
le faire , que les grades et les gradules sont susceptibles y ainsi 
que les différences et les différentielles^ de tous les ordres possibles^, 
positifs ou négatifs. En effet, reprenant l'expression {y) 



yy ^A^(^+l> 



on aura évidemment 



7y+>»r _ ^^^C*C^+?)} 



fx-f><^(x+f)r 



en désignant par y^ ou y^<px le grade du second ordre de ïa fonc- 
tion (px y et y(p{x-\-'^ ) étant , comme plus haut , le grade du pre- 
mier ordre de la fonction <p(«r+^). — Or, en divisant respective- 
ment les deux membres de cette dernière égalité par ceux de 
Fexpressîon (y) dont elle dérive , on obtiendra la valeur 



/ 



^ _ .^[♦('+or'"'' 



qui , en vertu de la même expression Çy) , est 

Donc le grade y^y ou y^(px du second ordre d'une fonction çx , 
sera 



/ 
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et le gradule du même ordre ' > 

En procédant de la même manière , on verra que les grades et 
les gradules sont susceptibles y comme les différences et les diffé- 
rentielles y de tous les ordres possibles y positif ou négatifs ; et 
Ton trouvera y pour un ordre quelconque ft y les expressions gé- 
nérales 

comme nous allons le démoutrer. -^ La première de ces exprès* 
sions générales^ qui enibrasse la seconde^ donne 



et prenant le grade de Tordre suivant y 

Or, en divisant respectivement, Fun par l'autre , les deux membres 
4g ces deux dernières égalités^ on obtiendra 

et en vertu de Texpression (>), 

Donc , 

et c'est aussi ce que donne immédiatement l'expression hypothé^ 
tique générale de laquelle nous sommes partis. Si donc cette expres- 
sion est vraie dans un seul cas , et elle Test évidenmient dans le 
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cas de fc sac o , elle le- sera dans tous les autres^ quelle que soit la 
Taleur de ft, positive ou négative. Nous aurons donc effectivement, 
pour les grades et pour lés gradules^ d'un ordre quelconque ;t, les 
expressions générales. . . . (/) 

Lorsque jtt est un nombre entier n^atif , on a ici les grades et 
lesgradules i/iver^e^ qui répondent , dans la tbéorîe des différences, 
aux différences et différentielles inverses , aux sommes ou intégrales. 
— Mais une circonstance caractéristique, qui rompt Tanalogie dç 
la théorie des grades avec celle des différences , se présente ici : 
le grade de Tordre désigné par zéro, ou celui qui sert de transi- 
tion des ordres positifs aux ordres négatifs , est égal à l'unité , et 
non^ comme dans la théorie des différences, à la fonction même 
dont on considère les grades. Cette circonstance provient de ce que 
les différens ordres des grades se rapportent aux accroissemens con- 
sécutifs , par graduation , de la fonction en question , et non aux 
accroissemens de ces grades ménies ; parce que cette dernière va* 
riationest purement contingente, et n'a, dans l' Algorithmie , aucune 
signification nécessaire* En effet, c'est l'expression {y) 

m 

ou originairement l'expression (a) * 

qui est le véritable accroissement par graduation de la fonction^ ou 
fx ; et rex{>osattt qui détermine une seconde variation pareille de la 
fonction j^ ou ^jc, est nécessairement le grade du second ordre. 
Or, en prenant ce second accrdissement , on a 

W ) — * > 

en désignant ici par Tj le grade qui produit l'accroissement de Tac- 
croissemait da premier ordre y^^ i et alors la quantité 
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étant divisée par raccroissement du premier ordre y , savoir 

Jir ^ ^ 

donne éyidemment y^' ^ pour l'accroissemeut du second ordre , 
yySf pour l'exposant qui détermine celte seconde variation de la 
fonction j^ ou ^x ; et c'est effeclivement l'exposant yjrXjTy dénoté 
par y%jy que nous avons considéré comme grade du second ordre. 
— Il en est de même des grades des autres ordres. 

On pourrait , à la vérité , prendre l'accroissement par graduation 
du grade même du premier ordre y savoir 

et Ton aurait yyjr ou y^j pour le grade qui déterminerait cet ac- 
croissement. Mais, comme nous l'avons déjà dit, cette considération 
est purement contingente, et n'a ^ dans l'Algorithmie , aucune signifi- 
cation nécessaire : elle n'embrasse point absolument l'accroissement 
de la fonction j''î'y, qui est Taccroissement du premier ordre; elle ne 
l'embrasse que relativement^ comme on le voit dans l'expression 



(^rj-jC+rr) 



.(.+>y) •»'"*'*'. 



et cela y parce qu'elîe ne porte que sur la variation des grades y et 
non sur la variation de la fonction elle-même. — C'est pour dis- 
tinguer de cet accroissement des grades, qui est purement possible^ 
l'accroissement de la fonction eUe-méme, qui est nécessaire^ que 
BOUS avons désigné les véritables grades des différens ordres par des 
chiffres placés au bas des lettres caractéristiques > et ^. 

Avant d'en venir à la loi fondamentale de la théorie des grades^ 
que nous devons encore donner ici y déduisons y des expressions 
générales (cT) ^ au moins les gradules du premier ordre des fonc-* 
tions algorithmiques élémentaires. Les voici : 
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^ .' Xêw.o: ?./-. .0,.^. LeçB.x '^^ 

en y substituant, pour dx, la valeur qui résulte des mêmes exprès- 
sions générales (d;, savoir, de, 

^^^^ dLx dx 



. 1 






Venons maintenant à la loi fondamentale de la théorie des grades; 
— ^Ici, comme dans la théorie des ^ffe'reiïces, cette loi doitembras-- 
ser toutes les fonctiops, ^Igoritbpiigues^ possibles , et uomnvéxueut 
les trois fonctions algorithmiques primitives ^ la sommation , 
ia reproduction et la graduation, dont toutes lés autres sont formées 
nécessairement ; c'est-à-dire , elle doit embrasser les trois cas, , 

« 

Or y en appliquant au second de ces trois cas les expressions 
générales (cT) , on trouvera immédiatement • . * 

, . . ' • ' . • '*" ■■'..• 

et par conséquent , en vertu des mêmes expressions (cT) ^ 

et dans le cas des gradules 

Ainsi, le6 grades des fonctions ^ la raproductioa^ êo^i donnés. 
immédiatement au moyen des grades du même ordre , pris sur les 
facteurs dc,ce^ fonctidnsl -~ li ne reste donc en question^qua le 
premier et le troisième des trois cas des fonctions algori&miques 
primitives, savoir > Iç ca^ du déveioppemeuit tbéoûque des.grkdç«. 
pris $ur les fonctions de la sommation , et celui du déyeloppement 
théorique des grades pris sur les fonctions de la graduation. 

( Or 
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Or, suivant ce que nous aurons dit de la haturè de Talgorithnï^ 
des grades ^ comme étant la détermination de Finfluence systëma'- 
tique deia graduation dans la génération des quantités où domine 
la sommation ^ il parait nécessaire que le premier des deux cas 
qui restent en question y embrasse le dernier , c'est - k - dire y que 
e^ dernier cas soit contenu dans la loi qui s'applique an prender» 
*— Il en est ainsi réellement. En eflet \ si la fonction xle gra^uatioii 

proposée était Oor ^ on pourrait £iire 

m 

et considérant la fonction^ comme donnée, on enraie 

.*• 

LFx = çx.L9x — \lfx , 
et par conséquent ^ 



y^lFx K y^ {(fx.Ux^Lfx) ; 

expression qui rentre dans le cas des /onctions de la sommatioïC* 
Mais on aurait principalement 



et de plus, puisque 



y^(Fx.fx) 



LFx.y^Fx+Lfx.y^ 



on aurait accessoiremeat, en vertu des expressions ((iT) ^ 



y^X: 



■ ' * « M ' * ' OT^ ^■^*— — ^r— ^— t—— — ^^ I ■ ■ _ ., p— — p— wi— ^— ^— — ^^mJL - 



LFx "~ LFx ^ 

4 

et par. conséquent, e^ vertu du binôme des différences (c) , 



y Fx 



•h etc., etc. j; 
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«tpr«S8iOB dans laqlidle on aurait eu général 

i A* (^LLF{x + ^?) . AZZFCx -f-;tÇ )) + etc. , 

et dans laquelle par conséquent on pourrait ^ au moyendes exprès*^ 
aîoos gënéralet {ê") ^ substituer , à la place des différences d« 
LLF(x+/i^) y les grades de LF(x-^ix^). 

U est donc vrai que la loi du développement Ûiéonqué âeê 
grades ^ qui s'appliquerait aux fonctions de la sommation^ embrasse 
les développemens des grades pris sur les fonctions de la gradua- 
tion. — Af^aîs il est vrai ^ de plus , que la Joi du dévelappemeiaf 
théorique des grades , qui s'appliquerait immédiatement aux fonc- 
tions de la graduation^ ne pourrait embrasser les développemens 
des grades pris sur les fonctions de la sommation. En efïét ^ si 1^ 
fonction de sommation proposée était (<t>x^(pjc)} pour la ramener 
aux fonctions de graduation , On aurait {9x^fêii)z±zFx y, fie y ou 

bien^ si cela était possible^ (*j:+^x)=-Rr-' ; et dans ces deux cas | 

pour déterminer l'une des deux fonctions Fx onificy on aurait 4pf 
expressions qui contiendraient toujours la fonction (<(jc: 4* ^x) qui 
est proposée. 

Ainsi la loi du développement théorique des grades , qui s'applique 
aux fonctions de la sommation y est réellement la ^ôi fondamentale, 
de toute la théorie des grades, directe et inverse; comme cela 
doit ^tre suivant la nature de cet algorithme » qui^ d'après la dé- 
dt ^ ^^v V .>>.'>* v'Muction métaphygique que nous en avons donnée, consiste dans l'in- 
fluence systématique de la graduation dans la génération des quan-^ 
tités où domine la sommation. 

^Procédons a la d^ermination de Cette loi f(>ndan>entaIe.«-« Suivant 
les expressions gétaérales (S") y nous avons 

en désignant en général par F^^^f^ ïes fonctions F{x-\^(^^) 
et/(jpH-wç), De plus, 

A"Z(F^+/,) = A'* /5i+|i« A'v-'n^<^F^^^^), ' • 



philosophique: 5y 

en faisant fl =s (-P +/* )"^. — Maïs si Ton désigne par àZ , A les 

différences de l'ordre fi eiv y prises respectivement par rapport aux 
accfoiçsemeas ^ et Ç^ ona^ ponr une fouctioa quelconque ^x ^ 
l'ideniité 



quels que soient les exposans fJ^^v^ positifs ou négatifs^ et quelf 
que soient les acQroiMomeAs $ ^ C> finis ou iafi(|ii|kent petits. En 
effet , suivant IteiKpressîo]!! (a), de la formation des différences ^ 
on ^; 

ùjcpx ■= ^^ (^ I )*, !^ . f (x ^ *Ç ) , 

an dénotant pa^ À^^ A^ r ^^ agrégats des termes correspondans 
respectivement à toutes les valeurs entières àe, <sr ^ç\ /t. i)r, ^u 
prenant la différeaces iJ de la première de ces deux dernièn» 

expressions ^ et la différence A^ de la seconde^ on aura 

et par conséquent 
Nous aurons dopç 

et nous pourrons "développer là dîfïSrence A^ du produit y 

£1 •{dF^A-df )> au moyen du binôme des différences (o) ou de la 

^ ^ ^ , ^ - • ^ 

loi foodaicaentaJe des diffîarence^i^— ^ Ma)|?> jpfour jrendue cette e^res- 



/ 
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sion plus simple y simplifions â abord Vexpressioii de ee binôme 
méme.Pour cela^ rappeiona-^nous. qu'en faisant 



». ' 



y étant un nombre entier quelconque ou zéro ^ on a ^ suivant (g) y 
l'expression générale - . : 

Donc^ en vertu de cette expression même, on aura. .. ..(g^)* 

Ainsi y en substituant ces valeurs dans l'expression générale (c^ dui 
binôme des différences, oii aura^ pour ce binôme^ une expressionr 
plus simple . * ^ . {cj 

+ etc. 



-■ •' 1 * ' . . ' . \ \ 



Or, en appliquant cette expression au produit iX^.{dF^ "f-^)T^i 
est en question, on obtiendra 

XAft^. (JA''-'i;_^ +rfA'*-y.__^)-f.f .^ X 

xA»û^.(iA''-^i^^_j^H.^A^-y^_^)4.et€.}. 

De plus , en vertu àibs expressions générales {/) , on a leurs réci- 
proqnes que vDici. ...(«) 



^ 
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'^ dénotant une fonction quelconque } de manière qu*on pourra ^ 

dans l'expression préce'dente de A L\F '^-J )y substituer, à la 

piacedfs dilSerèhcés àei fon^^tiôns Fjtijj les grades de.oes fonctions. 
— * Cette substitution étant opérée ^ on obtiendra définitivement (Q 



Fx 



,A 



I a 



X A'(/'(^^-;t|)+/(ar^-/x0))- 
4- etc., etc. }i 

et Vest là la loi fiindaiotienfale de toute la théorie des grades; 
directe et inverse. 

Lorsqu'il s^agit desgradules, la loi fondamentale que nous venons 
de donner, reçoit une expression bien plus simple; sur-4out palrce 
que les différences et )es diiïerentielles qui y entrent, en sortent 
entièrement ;* et la loi ne se trouve exprimée qu'en gradules de» 
deux fonctions Fx elfx. En effet, on a alors 

en faisant fl = {Fx H-^)""' • Or, en • développant , au moyen du 
binôme des différentielles (Z) , le produit Ci.{dFx+dfx)'^ et en 
remettant, en vertu des expressions (é), les gradules pour les dif-« 
férenûelles , on trouvera. . . . (n) ^ 



4- 



/u.— 1 /fA— a 



'gJ^'{Fx.g^_^e^''^fx.g^^/''y 



fi— A 



H" etc ., etc. I ; 



/ 
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çt c*e&l là là loi fondamentale de toute la théorie dés graduies i 

directe et inverse, — Nous avons feit entrer , dans cette dernière 

expression , les gradules de la fonctiQn e"ou c , pour in- 

diquer par là qu'il n*y entre proprement que des gradules des' 
onctions Fîr elfx} parce qu'en prenant j au moyen des formulés 

(cT), Içft différentielles qui §ont les valeurs des gradules g^e y g^ , etc.^ 
on aura des expressions en différentielles des fonctions J\r et^x, 
et on pourra, au moyen des formules (is) , y sulistîiuer les gra-* 
dules de ces fonctions à la place de leurs différentielles. 

Nous savons , par .Unatuce dia Val^rithnie deç^ grades, et nous 
lavons prouvé plus haut ^ que la loi du développement théorique 
en grades des fonctions de la sommatiioii-, qui. ^t la loi fonda- 
mentale de toute la théorie d^s grades, embrasse nçcessairement 
les développemens pareils des fonction^ de la graduation. Mais 
nous devons remarquer ici que ces derhiers ^éveJbppemens sont , 
en outre , soumis à une loi par^culière trçs-simplç , qui dérivé 
immédiatement des formules générales (/) de la formation des* 
grades au moyen des différences. — Sôit ÇFxY' la fonction générale' 
de graduation; nous aurons^ en vertu dé la première des for^» 
riiules (cP)/ 

et développant la différence A au moyen di^ binôme des^.dîflfé^ 
rences (cj, et remettant, en vertu de fa première des formules 
générales (c), le$ gr^Ae^ à la pliap^ des .dif£éreiiaes^ bqu^ trqu^ 
virons..... V (fi) . . . , 

4 

Celt« expression est encore plus simple k^rsqu'i} jS'agti des gradules; 
elle est alors . . . ^ • . (S-) 
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«H «te. 

Onire la sîmpIieHé de ew^^dM^ deri^ières eiq^rebion» ^ noua 
devons rettdrquer Tunalogie pai»laite qu'elles ant> 6u&-tout etliU 4e8 
gradules y avec le binôme de Nevrtoa ; et en nous rappelant l4 
binôme des dilFérences j spécialement celui des différentielles ^ 
nous découYrirons ici la circonslat^ce très-remarquable que les 
binômes formés respectivement par les trois fonctions algoriclmiiq«es 
j^riinitives y la sommation y là reproduction et la graduation y peu-^ 
vent j au moyen à^s trdîs algorithmes des puissances ^ des différences 
et des gradée ^ être développes sous «ne même fotme« Voici ces 
dévétoppeméns remarquables : 

{Fx^fa:f^fa:''.F^''^^.fa> .F^'-'^^.^ .fa:\Fsf'-^+^ic: 
4 '\Fx /x) = ^fx . d^Fa^^t . d'fx ,d'':^' Fx+ ft.t=},^fa:. d'^'^Fx+eic. 
g^iFxj^^^ef'^.g^Fx^^.g/^ 

Terminons cet article concernant la théorie des grades y en 
comparant les expressions générales» (cT) et (é) , que voici j 

Ces expressions forment évidemment la liaison cmtre Talgorithme 
des grades et celui des différences : les deux premières serrent de 
transition du calcul des grades et des gradules à celui des diffé<» 
rences et des différentieDes ; eft réciproquement, les deux dernières 
servent de transition du calcul des différences et des difFcrentielles 
à celui des gf'ades et des gradules. — * Mais il né s^ènsuit nullement 
que Tun de ces calculs soit dépendant ou dérive de Tautre : ils 
subsistent y Tun et Taufre^ d'une manièï^e absolue, étant fondés sur 
des lois iritellectueUes indépendantes et d'une origine également 
élevée ; aussi ont-ils chacun leurs lois particulières. 
Pour ce qui concerne l'utilité ou l'application de l'algorithme 



69 INTRODUCTION 

général des grades y ce n'est point ici le lieu d'en parler (^) : dans 

V/-.^;vI^H Ar.*' FArcbitectonique philosophique , qui estfrobjet principal de cette. 

r ' Introduction, il ne s'agit, et il ne doit être question que de Texis* 

tence de cet algorithme, cboune d'une partie intégrante et 
ESSENTIELLE de FAlgorithmie. — * Il est à remarquer , pour nous 
former une idée du degré de certitude que comportent ces déduc- 
tions philosophiques , que le calcul des grades et des gradules est 
un résultat de ces déductions , obtenu entièrement à priori ; et 
non , comme la découverte du calcul des différences et des dif-* 
férentielles , un résultat auquel on ait été conduit à posteriori, pat 
le besoin d'employer ce calcul. 

Venons au troisième et dernier cas dans lequel peut avoir lieu 
la diversité systématique qui , dans la nature des quantités isJgorith-. 
piiques , résulte de la réunion des deux algorithmes primitifs et 
opposés, de la sommation et de la graduation.— -Nous avons i vu 
que ce troisième cas répond à l'influence systématique et réciproque 
de la sommation et de la graduation dans la génération des quan- 
tités où dominent l'un et l'autre de ces algorithmes ; et que c'est là 
l'objet de ce qu'on appelle Théorie des Nombres. 

Jja déduction de ce dernier cas de la diversité systématique dans 
la nature des quantités algorithmiques, est également facile, r^ . 
11 suffit de remarquer que, d'un côté, l'algorithme de la som-' 
mation donne Heu, d^ns la nature des nombres , à V agrégation des 
unités , qui en est un des caractères distinctifs ; et que, de l'autre 
côté , l'algorithme de la graduation et celui de U reproductipn 
donnent lieu, dans la nature des nombres, à l'existence àesfac^ 
^ teuts, qui en est le second caractère . distinctif. Or , c'est évidem-* . 
ment dans l'influence systématique et réciprQquiK de ces deuic carac- 
tères distinctifs de La nature des nombres , que coQsiste l'objet de . 
la théorie entière que nous venons de nommer y et dont il est 
question, 

U faut observer ici qu^ puisque dans la théorie des nombrçs 
il s'agit de l'influence systématique et réciproque des deux algo- 
rithmes prjimitifiB , et non de l'influence partielle de l'un de ces algor 
rithmes sur l'autre , cette influence ne peut se manifester que dans 
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^ Nous ea ferons ci-après une application ^portante.. 
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PHILOSOPHIQtJË} 6S 

les nombres déjà produits par le\ir génération* et non dans cette 
génération elle-même^ Il s'ensuit que ^ dans cette théorie^, les 
parties composantes >^ifz'V<^, ox^ in^ment prîtes yn^-penv^nï ,.dsLnB 
ja géi^éraj^on, ^s ^9]nl>reS:,.'être,.\u;i.ol>iet dorÇon^îdéraU^ partie 
culîère ; .etpar. coi^^'qucat ^ xjuei la. théorie, des ^^ombres n'a poiat^ 
cooin^e lathépriç des, différences- et celle, de^ grades ^ deux bran-* 
cbes .relatives à ces parties finie» et ■ infiniment petites. — Mais elle 
sidmeVir.ppmm^r ces deux dernières théorie^.^ k considération par- 
tioulièrfl des jiqmh'^ idéterniinés et celle de^ noiTibres indéterminés; 
en effets oa^pe^t icoitôidérer les j^Qc^bres ou les quantités ^algo-* 
• rilluniques^ comme donnés par eux7mémes Qu immédiaten^ent ^ 
et comme donnés .par,. d'AutYes.noml^res op, médiatement ; et 
dansle premier cas , ces .quantités sont nécessairement déterminc^es^ 
tandis que ^ dans, le second.^ elles' sont indéterminées, en t^nt 
qu'elles dépendent de la valeur des quantités, au moyen desquelles 
elles. sont , données. La première considérati9n faitj'obj^t de. la 
T.^[fi|Oi3Lif jPi;^ ]^pMB]^Es pL£TEH]if jLNEft . f . la scGoude ^ celui de la 

Voilà ce qui, concernant la théorie dses, norabrea,. appartient 
' à l'Architec^tonique des Mathématiques. — Ajoutons quelques, obsep- 

Ivuf^-./*V^(A»» yations pbjllQsophîqnis sur cette tjiéprie elle-même, 

I>a . pren^ière çhos^ qu'il faut d^t^rminer, q'eî^t, xqmiiiQie d^ijts 

les deux Ihéorîeç prépft^fj^îS ,..1^ conception ,9^ l'expr^i^çippi ?J^9f 

ritbmique de robjet de l^^fl^éofiç qi^questipri^ r- Pour, cela , soit (jl 

un nombre donné, et ,Soijt, s'il*«$^ posjsible , s^ trjple géne-^ 

. ration.,. «>.• (A) ^ .., .."..,..-. ^t , . ^. . ^ :.\ 

suivant les trois algorithmes primitîts , li^ som/hatîon , la reproduc- 
tion et là graduation. €>*, pour e'xprimer ici 14nfluence systématique 
et>éci^rd({ùe de la sorMnrâéMon et de la gfàd^atiôi^ 3ân$'4a généra-^ 
tion du nombre fi où dominent, suivant les suppositions (A)', Tun 
etTdritre de- ces aïg0rîlhnles,^il est éW4ent ,'* d'àbôrd en général*^ 

qu^ll^uf déterminer ies loi^par ïésqueHes iorit Kéès îeb çfàaiitîtés 

' ' . . * ' - • «j . . • 

de-raagpr^.dau>&Ja.33iéQriegftnaralè iles. nombres.^ r AJg o rithq u e ou , comme l'oa 
dirait, l'Analyse indétei^ipée, . . .,..>.? <. «. ; ^... .» ; .• . . .' , 

lO 
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P, Q, M, N, R, s, qui entrent dans la génération ^e ce ficm^re ; 
et noffnménient qu'il Êiut établir les relations <}tii 'Se fronvent entre 
ces quantités ^ en les considérant respectivement "par rapport aux 
deux algorithmes primitifs et opposés ^ la sommation et la gradua^ 
tion. On aurait ainsi les trois relations générales. . . . (JB) 

en observant que l'algorithme de reproduction M yc, N ^ qui 
|)articipe à chacun des deux algorithmes primitifs et opposés, 
exprime , dans la première de ces relations , l'algorithme de la 
graduation, et dans la seconde, celui de la sommation. -^ Mais, 
en particulier , si l'on fait attention a la nature des deux jalgo-* 
rithmes primitifs et opposés , la sommation et la graduation , et 
nommément à l'hétérogénéité absolue qui y est impliquée et qui 
les distingue, on comprendra facilement, d^âprès ce que nons 
avons dit plus haut , qu^il ne saurait exister de lois pour la troisième 
de ces relations , qui , lorsqu'elle a lieu , est purement contin- 
gente. Il ne saurait y avoir de lois que pour les deux premières de 
ces trois relations générales , et cela au moyen de l'algorithme de 
la reproduction , qui , par sa participation aux deux autres algo-^ 
rithmes primitifs , contient une unité de liaison avec ces algorithmes 
opposés respectifs , et donne lieu , par conséquent , à la possibilité 
de lois communes entre la génération par sommation et celle par 
reproduction d'une part, et entre la génération par reproduction et 
celle par graduation de l'autre. — Ainsi , les seules relations pos- 
sibles, sont.... {C) 

. et telles ^ont «les expressions générales de l'objet de la théorie qai 
nous occupe , c'est-à-«-dire , les expressions générales de l'influence 
systématique et réciproque de la somniation et de la graduation dans 
la génération des nombres où dominent l'un et l'autre de ces algo^ 
rithmes. 

Voyons maintenant les lois fondamentales respectives qui, dans 
ces deux expressions , régissent l'influence systématique et réci- 
proque dont il s'agit* 
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Soient n^fn^^/n^l '^•^'jl' dc^s m^oxbres quelconques positifs o^ në-^ 
gatifs^ entiers , fractionnaires,^ ou irrationnels; la génération par 
sommation y au moyen de ces nombres , sera 

Pour y îolfodtairé la génération par gpadf»aljk)n » e^ par conséquent,:; 
pour établir rinfluence réciproque de ces deux algorit^ip^a, prenons 
le développement de la puissance m de ce polynôme ^ savoir , de 

(«. + «• -f- ^s- .... H- 0"*i 

mais reipplaçoni^, pac runité, fejs coi^fficie^ns ~, îîsS^'^ ctc- de 

• ■>_. ti*a. 

ce développement ; et désigtuins^ par 

cette espèce de graduation. •-» Nous aurons ainsi ^ par exemple ^ 

-f»/ïA«3> etc> - 

Ces fonctions méritent une attention particulière ; elles forment , 
comra^ nous allons le yolr^ un âément essentiel du principe de la 
théorie des nombres. «-^ Nous leur consacrerons la lettre hébraïque 
K > et 9 pour ^e pas introduire de noms nouveaux , -nous les dis<^ 
llnguerons par celui à'aleph de la lettre que nous emploierons pour 
les -désigner. 

(>,sirûafeît 

quel que soit le nombre des quantités n^yn^yU^y c^. y il a'étahlit > an 
moyen de l'unité, de liaisqn formée par l'algorithme de la repro- 
duction y la relation générale et fondamentale que voici : 

h^y n^ étant deux quelconques parmkles quantités n, ^ n^y n^y etc. ;; 
et tn un nombre entier arbi traire*. — Pour en a^veir i» 4éduction 
algorithmiijue ^ observons d'abor4 que, suivant la loi, de continuité 
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de la formation des fonctions àlephs^ on a géneralemenf 
On aura donc éyidemment . 

• • • • 

H-etc., 

n, étant un quelconque des nomBres n,f n«, n3)...n«, elfivn nombre' 
entier arbitraire^ Ainsi, on aura' 

X K [iV.— «p— »,]— 4- etc. , 

H [iV.— «J-ssJi [iV.— '»,—«,]"+?»,. K [iV.-^i»,~»J— -{-»; X 

XK[i\^«— »,— /»r}"— H-etc.y . , 

/ïr étant un quelconque des. nombres r es tans iV» — * /2p-<^ n^ ; eC 
partant 

KC^"*— /ïp]"— K[i^-— ^]*=w^ {K[iV^«— n^~/»J* — KEi<^-~«r-^r]" } 

4- ele.^. 

MaU ^ ai ta relation générale qui est en question^ était vraie ^ cfa 
aurait 

pour un nombre entier ft quelconque; et alors f expression pré" 
cëdepte deirîendraiY 



XK[iV.— «,]"^-i-»r* .t<[i^-— n,]"-'+etc.)=(»,-.«,).x[i>^.]'^. ^^ - f 
II ne reste donc qu'à prouver que 

• * 

Or ^ en procédant à cette preuve de la même manière ^^ on se trou* 
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Veraît né<Jessité à supposer le principe 
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n, étant na quelconque des nombres restans iV« — n^r^n^^-^n, * et 
remontant ainsi de principe en principe > on se verrait définitive-' 
ment nécessité à supposer celui-ci 

ou bien 

• • • 

c*esl-:à-dire 

principe qui est connu et évident. — * En revenant donc à la pro-^ 
sition générale dont il est question, on conclura qu'il est vrai 
que^ pour un nombre quelconque des quantités n^^n^y n^, • • • n«, il 
existe toujours, entre ces quantités , la relation générale. . • (D} 

quel que soit le nombre entier tn; et c'est là évidemment l'exprès-' 
sion de la relation qui existe entre la génération, par sommation et 
celle par graduation , au moyen des quantités numériques quel- 
conques n^y n^y n^y etc. — • Telle est donc aussi, pour la 
première des deux expressions générale^ {C) , la ïoi fondamentale 
de toute la théorie des nombres, déterminés ou indéterminés. 

En prenant les nombres ii,-f-^. -h/13 . . . + /i» =3N« ^ et enéta-^ 
blissant , entre deux quelconque^ n^ et n^ de ces nombres', la 
différence (n^—n^ égale à â , 5 , 4 9 ^^c. on aura , suivant cette loi 
fondamentale , pour la forme primitive de la génération \ de tous leff A r 
nombres composés respectivement des &cteurs :a , 5 , 4 ^ ^t^* 9 
rexpression, . . . (E) 
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m étant un nombre entier quelconque. ^-« VoUà rorigiae aJbsolue 
de l'existence des facteurs dans les nombres entiers. 

Ceux des nombres entiers qui ne sont pas compris sous la £brme 
(E), si ce n'est dans le cas où la différence, (n^— /i^) ej&L égale à- 
l'unité^ et qui cependant se trouvent ^ comme les autres, dans la 
suite naturelle des nombres , c'est-à-dire , dans lia suke produite par 
la génération consécutive par Sommation, et nommément parFad- 
dition consécutive de l'unité, sont ceux qu'on appelle ic ombre» 
pREiifiERS. —^ On. voit maintenant quelle est la nature, de ces nom-* 
bres , et quel en est te . caractèi^e distinctif ; on voit que ce carac- 
tère est purement négatif y et qu'ail consiste dans Texclusion de ces 
nombres hors des limites de la forme primitive (E) que nous venons 
de trouver pour la génération possible des nombres» composés de 
facteurs, à l'exception du cas insignifiant où la différence (/ï|-*—/ïp) 
est égale à l'unité. -— C'est de ce caractère négatif ou d'exclusion , 
que vient rifn|M>^$ibilité d'expricprer , d'une manière générale ^ les 
nombres qu'on appelle premiers , c'est-4i-dire , l'impossibilité de 
soumettre ces nombres à une toi ; ce sont leur» opposés^ „ les nom"» 
bres composé^ de fbcleurs, dont le ctraoière dietinctif est positif ^ 
qui peuvent être soumis a des lois, et par eoaséqvMnt recevoir une 
expression générales et e'est cette expression que nous venons de 
déduire de la loi fojadamentale delà théorie. des nombres. 

Mais ce n'e$t point ici le lieu de nous occuper des différentes 
propositions qui liériveiat de cette loi fondamentale : cette tâche 
appartient. dé|k à l'Atgorithmie elieHBèitie, Contentûcfr^naus d'en 
tirer un principe subordonné qui, de nos jours, a été ioJtroduit 
dans )a théorie des nombres avec un- succès briiiant» 

^tt examinant la loi fondanftentaie (D) 

oîiiV. 3= /i^+'ïft+Wa • • •+ /^oi 9 et où iK dénote le développement 
d une puissance , dans leqi^el on remplace les coefliciens par l'unité , 
on remarquera Êicîlement Y identité de la formation des deux quan-^ 
tités )^{Nm — ^'ïp]" et K[iV. — «,]"• qui concourent à la génération des 
nombres composés du facteur (n^ — n^ : on verra qu'il n'existe , entre 
ces deux quantités , aucune différence di» fQrnuttîon ou de généra-^ 
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tion y et ^^ uW existe que àsins bi dëteumÎBatMm pardctftière des 
nonfibpes/Ap e% n^ «^ y €«lrmit ^'ime mataîère spéciale , et dont la diP 
férence (/t^ — fip) fmrmt fnréoisëmeiBt le fade^rprodait par le codcoui^s 
des denx quantîtës ♦{;[iV'4i -*-n,]"*«tK[iV« "^ '*»]'*• GeUeideatîtéde for- 
mation •est d'autant plus xemartfosikieiy que c'vest là le .principe pre- 
inier de la igénération des nombres composés de iaoleurs, et par con-* 
sëquent le principe de ^toutes les pnoiposkioBS de la théorie des 
. nombres , qui se rapportant à ia première des deux expressions 
générales (C) de cette théorie. — Distinguons donc c«tte iden-' 
tité de la fonnatioa -des deux quantités numériques M[iV« — --^p]"* 
et K[^«^*-^Af]%:pariernom particulier de ofmgruence , et dén^tons- 
. la par le signe ^; nous aurons ainsi la congruence générale... (F) 

qui sera le principe théorique de tous les nombres cotnpbsés du 
facteur général (/i, — ti^), et par conséqueirt le principe de toutes le» 
propositions qui sy rapportent. Quant arux deux nombres t?^ et n^ 
qui entrent respectivement dansbes deux membres de la congrnence , 
nous observerons qne c'eirt de lecrr différence (A^^— Wp) que dépend 
ceUe de la valeur numérique de ces deux' membres ^ et que c'est 
dans cette différence que consiste le caractère spécifique d'une con- 
gruence particulière : nous la liommerons module de la congruence ^ 
et nous remarquerons , de plus , que c'est précisément cette difïé- 
férence qui forme le facteur dont est coihposé le nombre auquel 
se rapporte la congruence* 

Voilà la dédfuction pfailoscvpktque du principe que Gauss a intro*' 
duit dans la théorie des nombres, et avec lequel il a opéré , dans 
cette théorie ^ une névolution aussi inattendue. On peut dire , et 
on en comprendra actuellement la raison, que les recherches qui^ 
dans cette partie de TAlgorithmie, ont été faîtes avant ce profond 
géomètre , n'étaient que rap^sodit/ues (^y^ quelque ingénieuses qu'elles 
pussent être-; et que c'est Gauss qui le premier a donné une forme 
systémaiùfue à cette espèce de recherches algorithmiques.-— On peut 
dire , de plus , que Tétablissepent du principe de là congruence 
et son application , forment la plus belle découverte faite depuis 

■ ' ■! .11 ■ I ■ • ^ , ' . . .11 ■ ■ " 1 • 

(^) On prend ici Tépithète rapsodique dans son acception primitive et didac^ 
tique, comme opposée à Tépithète systématique. 
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cinquante ans dans les Maihënaatiques pâtes : c'est ^ dans rhlstolre 
dé ces sciences y une époque hors de comparaison avec tout ce qui 
a été fait dans l'intervalle que nous venons de marquer, 

Jusqu'ici , en parlant des lois fondamentales de la théorie des 
nombres y nous n'avons encore donné que la loi qui répond a ht 
première des deux expressions générales (C) de l'objet de cette 
théorie.' Il nous reste à donner celle qui répond à la «econde de 
ces expressions, — Mais comme cette dernière des deux expressions 
générales (C), savoir, MxN=iR^y ne diflere point de l'identité, 
parce qu'il ne s'agit proprement que de facteurs dans l'un et dans 
lautre des deux membres de cette expression, on conçoit qu'elle 
ne saurait devenir l'objet d'une question théorique, et par consé- 
quent , qu'elle n'a nulle importance dans la tl^éorie des nombres. 
Voici néanmoins la loi fondamentale sur laquelle elle repose; mais 
nous n'entrerons dans ai^cun dét^l , vu d'ailleurs l'analogie qui se 
trouve entre celte loi et celle dont nous venons de nous occuper. 

Soient n^^n^ , tzj, etc. , des nombres quelconques, positifs ou négai* 
-tifs , entiers , fractionnaires ou irrationnels ; faisqns 



/»! • /»^ • /»3 • • • • • 'i'tt 
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Soit de plus n^ et n^ deux quelconques parmi les nombres n^, n^^ 
n^ y etc. j et faisons 

771 étant un nombre arbitraire. Nous aurons ... * {G) 






et telle est la loi fondamentale sur laquelle repose la seconde àQ% 
deux expressions générales (C7). — On pourrait ici remarquer l'iden- 
tité de la formation des quantités (^^ et (—V , et considérer 

cette identité comme une autre espèce de congruence ; de manière 
que si l'on voulait dénoter cette espèce de congruence par le signe j|| , 
oa aurait. . . . Ç^H) 

pour 
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pAw le, principe -c^espondan ta la seooiule de ces •xpressiotis gé- 
nérales (C) ; le module de la congruence étant ici évideiiunent le 

rapporta— ). — Mais, ce ne soiit que des expressions identiques , 

ainsi que nous l'avons déjà remarqué pour l'égalité Mx iV=jR*^ à 
laquelle elles se rapportent : ces expressions pe sauraient devenir 
d'aucune importance dans la théorie des. nombres , et nous uq 
l'es, ^vons exposées que pour j|ç>mpléter les différens points de 
Tue possibles en spéculation. 

Ici finit ce qu^ç^oofûs avions à dire concernant la dwersité^sjrstéma'^ 
tique qui y dans la nature des qumtités algorithmiques^ résulte de 
la réunion des deux algorithmes primitifs et opposés^ de la somma- 
tion et de la graduation , et qui forme les trois branches de TAl- 
gorithmie , la théorie' des différences y la théorie des grades y la 
théorie des nombres , que nous venons d'examiner. — • Pro- 
cédons à la seconde partie de ce que nous avons nommé Théorie 
DE LA CONSTITUTION ALGORITHMIQUE , à Celle dout Fobjet général ,- 
suivant ce que nous avons dit plus haut, est V identité sjrstématiqiie. 
qui y dans la nature des quantités algorithmiques y résulte de la 
réunion des deux algorithmes primitifs et opposés , de la somma- 
tion et de la gjraduation. . ' 

Nous avons reconnu que les deux algorithmes dérivée immé- 
diats, îa numération et les fâcuîCés y doivent présenter, à cause de 
leur liaison par l'algorithme de la reproduction, une véritable iden- 
tité systématique. Or , vu les schémas philosophiques que nous 
avons donnés pour ces deux algorithhies dérivés immédiats , la 
numération et le^ facultés, il est évident que l'expression générale 
de l'identité systématique dont ÎI s'agit , sera. • . • (aa) 

/(«.. -H.-y) •/(<». + *) -/(«s 4- ^) . • - . = 



I y 



en désignant par x une quantité variable . quelconq^e , par a 
- ^. >«3> etc. , des accroissemens constans, pary(/ï,+x),y*(a.+x), etc. , 
la suite des fonctions qui forment l'algorithme des facultés , et par 
FoX y F^Xy F^x y etc., la suite des fonctions qui , avec les quantités 
constantes A.y A^y A^y etc. , forment l'algorithme de la numération. 
Mais, pour remonter jusqu'ah principe de cette identité, il est 

II 



/^ 
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â 
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clair qu'il faut prendre , dans leur plus grande smiplTcité, les fonc- 
tions désignées par y, qui forment 1 algorithme des fecultés, c'esir- 
à-dirç y qu'il &ut les prendi'e dans l'état des quantités simples 

(a, -f- or) , (rt. 4- oc) y {a^ -H x) , etc. ; 

« • 

cap toute fonction composée / présente elle-même un ,objel de 

ridentité systématique dont il est question. Nous aurons donc, pour 

cette identité considérée dans son principe , l'^xpressiou géiiér- 

rale. . . . (bb) * ^ . 

Or, pour peu qu'on examine cette expression, on verra que 
l'identité qui en est l'objet, est réellemenf possible, et l'on aura , 
pour la déduction philosophique que nous en avons donnée plus 
haut , la confirmation algorithmique de la possibilité de cette identité. 

— Il est donc vrai qu'il existe, entre les deux algorithmes dérivés 
immédiats, la numération et les facultés, une identité systématique; 
€t il pst vrai , jlar conséquent , que les lois de cette identité, comme 
indépendantes des sfatres relations algorithmiques , forment une 
partie distincte et essentielle de l'AlgOrithmie en général : nous la 
Dommerops Théorie des Equivalences. 

Voici quelques considérations pliîUaoplitquos «ûr cette théorie. 

— D'abord , pour avoir l'expression algorithmique définitive de 
l'objet même de la théorie des ^équivalences , il suffit évidemment 
de déterminer,dans l'expression (£^)^les fonctions F^XyFyVCyFgpCy^X^. 
Or , on trouvera 



Fj3cz=. af 



F,x 



X 



F^x =2 x^j 



• « • 



etc. ; 



et Ton aura , pour l'objet en question , l'expression génifrâle. . .{ce) 
(«, + a-) (flr. 4- ar)<tf 3 -f- ;r) («^H-ar)^:* 



A..x'^'\-A^.X'^A^,x^ •.r..' + ^«. 



X 



En effet, si l'on midtiplie , pftt {or^x) y le polytiome 



-^im^am^^ÊÊ^ 



• -^ 
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«n dbUent4« pèlynotue 

af-*-' -\- i*x" -h Qx^-' -f- Rx—* ...... 4-" Zx* , 

en Élisant 

i> =r ^ + a , Q^B-i-aJ , R sn C -}- aB , elc; 

et il suffit que le premier polynôme se vérifie dans un seul cas , 
comme cela arrive effectivesiient dans le cas de mt=z i, — - De plus., 
non seulement le développement par sommation 

qui forme le second membre de 4 eqvivalopce générale (ce) y a lieu 
pour toutes les cpantités a^^a^, a^^ etc. , qui entrent datis le déver 
loppemeut par graduation 

(a,+x) (a^-\-x) (a^ + x) (a. + cr), 

formant le premier membre de cette équivalence ; mais téciproquf^ 
ment^ ce développement par graduation a lieu pour tontes les 
quantités -^o > ^i > -^» r ^^^' du dévelil|>peMeRt 'par ^^->-«»*^^" *■« 
effet y si Ton divise, par (a-f-^)» le polynôme 

af* 4- ^x"-' 4- 5x— . . . . . ... -(- Mx4- NxT , 

«n a, pour quotieut , le polynoiq* 

en faisant ' ^ ■ • ' 

* • ■ 

et pour reste ^ Texpressio^ 

Or, il est facile de prouver qu'il existe toujours^ pourri, une valeur 

telle que 

o^ — ^rf"-* H- Ai"*-^ (— i)'"i7ô^ == o ; 

il suffit donc de décomposer y de la même manière^ 4e quotient 
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obtenu par cette première division y et ensuite ceux obtenus pttr 
les divisions subséquentes^ pour s'assurer qu'il existe toujours un 
développement par graduation équivalent atu développement par 
sommation^ quel que soirce dernier. ^ 

Nous aurons donc effectivement , pour l'objet de la théorie des 
équivalences 9 l'expression générale (ce) 

(a, -h x) (a^ + x) (^3 + JP) . (^-4- x) = 

j4^ -f- j4^x + -^.Jtr*. ....... 4" ^mX** , 

qui aura lieu , d'une part , pour toutes les quantités a^y a^^ a^y etc. 
du développement par graduation y et réciproquement y de l'autre 
part 9 pour toutes les quantités A^y A^y A^y etc. du développement 
par sommation. 

Avant de procéder à la détermination des lois fondamentales de 
cette théorie y voyons les tras particuliers de l'équivalence dans la 
génération des fonctions algorithmiques élémentaires : ces cas par^- 
ticuliers forment nécessairement les principes métaphysiques de 
l'équivalence qui a lieu dans la génération de toutes les autres fonc- 
tions algorithmiques. 

D'abord y pour ce qui concerne les fonctions élémentaHres imma- 
nentes^ et nommément les fonctions primitives^ la sommation^ la re- 
production et la graduation y en ne les considérant que dans leurs 
branches progressives^ l'addition y la multiplication et les puissances y 
il est évident que Texpression générale (ce) est immédiatement l'ex- 
pression de l'équivalence qui peut avoir lieu dans la génération de 
ces fonctions. 

En second lieu, pour ce qui concerne lés fonctions élémentaires 
transcendantes, les logarithmes et les sinus, il est évident aussi 
que , pour ces fonctions , il ne saurait y avoir d'équivalence entre 
leur génération par, sommation et cell^ par graduation , qu'autant 
qu'elles admettejcit des développemens par sommation ou par gra- 
duation , soumis respectivement à la forme des deux memj!)res de 
l'expression {ce). Or , en désignant par L lé logarithme , par S le 
sinus ^ et par y le cosinus, nous avons vu plus haut que 
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x* a? 

&C = X — ^ -f. a g^ 5 — etc. , 

a 53. Q. 4 

en ne prenant ces fonctions que dans le système où la base est le 
nombre philosopbique Ti -+- —) • Ainsi, en comparant celte gêné-" 

ration par sommation , au second membre de l'expression (ce) , on 
verra que les fonctions élémentaires transcendantes , Lx , Sa: et S'a:, 
admettent également ou ont nécessairement aussi une génération par 
graduation, correspondante au premier membre de l'expression (ce). 
Mais , le nombre des termes de leur développement par sommation 
étant infini , celui des facteurs du développement par graduation sera 
également infini ; et c'est là la propriété caractéristique des fon^-* 
tions élémentaires transcendante^. 

En troisième lieu , pour ce qui concerne les fonctions exponen* 
tielles , qui forment une espèce de transition des fonctions élémen- 
taires immanentes aux fonctions élémentaires transcendantes . nous 

avons vu que 

3 
a» = 1 4- La.a: + ^.(Lay.a^ + ~g.(Z:«)^jc»-+-etc., 

Ainsi, comme les fonctions transcendantes, les fonctions expo-* 
nentielles ont, en vertu de l'expression (ce) , une génération par gra- 
duation d'une forme infinie, équivalente ht leur génération par som- 
mation, qui est de même ^ d'une forme infinie. Toutefois , les fac- 
teurs qui forment cette génération par graduation , sont ici tous 
égaux entre eux, ou identiques. ïln dfet, suivant ce qui a été dit 
plus haut, on a 

^ = (i H- ^^« • ^y> 

c'est-à-dire, 

a» == Ti -^xLa.— j .(i -f-orZtf.— J . fï ^xLa.—j. . . etc.; 

circonstance qui ramène ces fonctions à l'algorithme simple des 
puissances , tandis que , dans les fonctions transcendantes , les Êip- 
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leurs de la génération par graduation, formentréellementralgorithme 
des facultés. 

En quatrième et dernier li^u, pour ce ^i concerne les fonctions 
élémentaires immanentes , considérées dans leurs branchas régres- 
sives , la soustraction, la division et les racines, soit en général la 
fonction élémentaire ^'"+(-—1)", dans laquelle m et n sont des 
nombres rationnels quelconques , positifs ou négatifs , entiers 
ou iractionniadrefi ; ou aura 

jç- + (— 0" = C^4- C^ — «))" + (— i)- = 



/qui peut se réduire à la forme 

^*-f-( — 1)" = ^^ + ^,JC+ ^.x* + etc. ; 

et Ton verra , par la première de ces expressions , où à est unp 

quantité arbitraire , que le développement par sommation 

(^o^-^i-^+etc.) est infini , lorsque l'exposant m est négatif ou 
fractionnaire. Ainsi ces fonctions , comme les fonctions transcen- 
dantes et exponentielles, ont également, en vertu de ^expression 
(ce), une génération par graduation d'une forme infinie , lorsque 
Texposant m est négatif ou fractionnaire , c'est-à*dire , lorsqu'elles 
sont fonctions de division ou de racines. Mais, vu le développement 
purement contingent, sar lequel est fondée cette double génération 
infinie, on comprendra que ce n'est ici qu'une yb/wie possible ^ une 
manière d'être de la génération de ces quantités^ et nullement leur 
génératione^5e/2^«e//e elle-même, comme "dans les fonctions .transcen- 
dantes, et, à certains égards, dans les fonctions exponentielles. 
Qr j toutes les fonctions algorithmiques étant nécessairement 
composées des fonctions élémentaires <jue' nous venons d'examiner, 
il est clair que toutes ces fonctions, quelle qu'en soit la composi- 
tion , ont nécessairement une génération par sommation et uqp 
génération par graduation , qui sont équivalentes entre elles et 
exprimées par la formule générale {ce). De plus, cette dQuble gé- 
nération sera sous une .forme finie , pour les fonctions imminentes 
:progressives ; et sous une forme infinie, pour, les fonctions transr* 
cendantes, exponentielles, et immanentes dégressives. 



À 
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, Vont coiMplelcr cette e«piû$ition pfaîlosophiqae' de la tkëo'rié des 
équivalences des fonctions algorithmiques élémentaires, détermiaon» 
leur génération ou teur développement par graduation , pour aroir 
l'équivalence entre cette génération et celle par sommation, que nou& 
avons vue plus haut. — Or, pour y parvenir , observons que lorsque 
la variable x reçoit les valeurs qui réduisent a zéro les . difTérens 
Êicteurs (a^rhoe) , (a^-^x) , (a^jc) , etc. , du développement par gra-^ 
duation, les fonctions respectives développées se réduisent également 
à zéro ; ou réciproquement , lorsque les valeurs de la variable x 
rendent zéro ces fonctions, les différens £icteurs («,+0:) , (a.-f^),el!C. 
de leur développement par graduation , doivent également devenir 
zéro; de manière que, pour déterminer les constantes a, , «^7^39 etc. 
de ces facteurs , il suffit de déterminer les différentes valeurs de 
la variable x , qui réduisent à zéro les fonctions respectives déve- 
loppées. 

Pour ce qui concerne, d'abord, les fonctions élémentaires imma- 
nentes , on a , en général, pour les branches progressives et pOur 
les branches régressives, la fonction (^ + (—1}"), dans laquelle 
me\h sont des nombres rationnels quelconques ^ entiers ou fraction- 
naires, positifs ou négatifs. — Faisons donc 

et alors , suivant ce qui a été dit plue haut, nous aarons 

CD 

e étant le nombre philosophique qui rend c»( \/e — i) égala Funité, 
et 7f le nombre philosophique qui rend (e^^* égal à l'unité. Don*, 
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et par copsécjuent , le facteur génoral du développement par gra- 
duation delà fonction (Jt:"'+^ — i)"), sera 

■ 
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Ainsi, en développant, d'une part, la puiâ$ance (a-+- ('^ —«))"', 
c'est-à-dire j:"*, a étant une quantité arbitraire ,• et en formant, de 
Tautre part, au moyen du nombre entier arbitraire /i, les facteurs 
successifs du développement par graduation, on obtiendra les ex- 
pressions» de réquivaleuce antre la génération par sommation et 
la génération . par graduation des fondions élémentairiss imma- 
nentes (a:"-j-(— i)"). — Par exemple, 4^QS.les cas où n est ua 
nombre entier, positif ou négatif, on aura. . • • (dd) 

\ am * ^ am/ \ am ^ am/ 

\ am • ^ am/ \ ^m^ ^ smij - 

X etc. 

lorsque n est un nombre pair ; et on aura • • • (eé) 



\ m m / \ m ^ m / 

\ ni'^ m/ \ m ^ m/ 

\ /n'^ m / \ m ^ m / 

X etc. 

lorsque n est un nombre impair. 

Or, à cause du retour périodique des valeur» des fonctions S et S^, 
une même période de facteurs revient indéfiniment dans ces déve- 
loppemens par graduation , à l'exception du cas étranger aux fonc- 
tions immanentes simples , de celui où Texposaot m est une quantité 
irrationnelle, parce qu'alors tous les facteurs de ces cjéveloppe- 
mens sont différens. — Ainsi, lorsqu^il s'agit des branches ."progres- 
sives des fonctions élémentaires en question^ c'est-à-dire, lorsque l'ex- 
posant m est un nombre positif et entier, et lorsque , p^r consé«- 

quent^ 
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qaeniy les développemens par sommation se trouvent sous une 
forme finie ^ il ne faut prendre ^ dans les déyeloppemens par 
graduation y qu'une seule période de facteurs. Mais , lorsqu'il s agit 
des branches régressives de ces fonctions> c'est-*à-dire | lorsque 
Fexposant m est négatif ou fractionnaire ^ et lorsque y par consé-* 
quent^ les développemens par sommation se trouvent sons ime 
forme infinie^ il faut prendre la totalité des facteurs des déve- 
loppemens par graduation , comme dans le cas où. F-exposant m 
est une quantité irrationnelle. La raison en est dans la loi 
de continuité de cette génération par graduation. En effet , pour 
passer d'une quantité irrationnelle m à une autre |, il faut passer 
par tous les nombres intermédiaires , fractionnaires et entiers ; et 
la forme de la génération doit rester la même : il est vrai que lors- 
que Texposant m est un nombre entier positif ^ la génération par 
sommation de la fonction ar^+C — ^Y ne saurait avoir une forme 
infinie ; mais le développement par graduation y qui y répond 
suivant la loi de continuité en question^ se trouve alors être le déve- 
loppement de la fonction (a:""*-f- ( — i )■), parce que les valeurs de x 
qui réduisent à zéro la fonction (jt:"'-f-( — 1)"), sont les mêmes que 
celles qui réduisent à zéro la fonction (a:"**+ (— • i )*) . 

Pour ce qui concerne^ en second lieu ^ les fonctions élémentaires 
logarithmiques ^ on a 

Lx = .00 (x* -^ I ) ; ^ 

ainsi ^ en comparant Texpression transcenéante (a:"^-— i) avec les 
fonctions élémentaires immanentes (a;"*-f^( — i)") que nous venons 
de traiter y on trouvera , pour le facteur général du développe- 
ment par graduation de la fonction Lx, Texpression 

a ^ a ' 

Fi étant un nombre queledtiqm , entier et impair. Donc ^ en obser- 
vant que, dans ce cas , on a en général 5' --^ . «> 'tTsto, on aura (^ 

Zj: =t= (jr — . ï) — i (x — 1)» + §(x — 1)^ — etc. = 
00 (x — yoo '7r).(jïr— 5'2oo'7r).(j?— ySoo'Tr). . .etc. 

'12 
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Telle est l'expression de Téquivalence entre la génération par som^^ 
matlon et la génération par graduation de la fonction logarithmique 
élémentaire Lx. 

Le second membre de cette équivalence, la génération par gra- 
duation, qui revient au développement de la fonction oo (x — 1)% 
est remarquable , et donne lieu à plusieurs observations philoso* 
phiquos : nous nous contenterons ici de voir que le produit des 
facteurs de ce développement par graduation^ équivaut réelle- 
ment, du moins pour la génération, à la sommé infime. . . 
{x — i) — 4 {x — i)*-hi (x— i)' — etc. En eJBTet, cette somme étant 
ordonnée par rapport aux puissances progressives de a:, donne 

— etc. 

en désignant par ^ l'agrégat des termes correspondans k toutes les 
valeurs entières de juLy depuis /es — x jusqu'à /Lt=+oo, y compris 
zéro , savoir , en général , 

^ m^ ^ ^ 1 , , m , m (m + O » m (m + i ) (fn 4 a) 

^/u|i jji — 1 "^ ' a * a.o ^ a-0.4 

« 

-f- etc. à rinfinî. 

Or , la simple inspection de la formation de ces coefficiens , sufHt 
pour reconnaître que ce sont des nombres infinis, d'un ordre de 
plus en plus élevé ; et tels sont aussi les coefficiens du développe- 
ment de 00 (x — i)*, savoir, de 

o6(^-.,)- = oo(-i)«.(i-^.a:4-^.^~j^.^4-etc.). 

Enfin, pour ce qui concerne les fonctions élémentaires de sinus 
et cosinus , Sx et S'x, nous aurons , suivant ce qui a été dit plus 
haut , pour la détermination des valeurs de x qui les réduisent à 
zéro ^ les égalités 

ay — 1 



yx=z i . (e^^ + m7f)yr=: _j_ e-Cx+«'-)/-') — o. 
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<e étant toujours le nombre philosophique (i +— )*, et m un nombre 
entier quelconque , positif, négatif ou zéto. Or, on a 



«■ 



^ étant le nombre philosophique de la théorie des sinus. Donc , 

et ayant égard au retour périodique des valeurs des fonctions Sx 
et Sf^Xy provenant dunombrearbitraire m qui entre dans leurs expres- 
sions , on aura en général 

c'est-à-dire que les valeurs de x qui réduisent à zéro les fonctions Sx 

et ox , sont respectivement x = — •'TT et a:= — ^^ — .'jr, m étant un 

nombre entier quelconque^ positif, négatif ou zéro. Ainsi, faisant 
attention à la nature des fonctions Sx et S^Xy on verra que les fac- 
teurs généraux respectifs de leurs développemens par graduation, sont 

donc^. (gg) 

5x=:j: — ^-4-j-£^ — etc. = 

^•0~T)-0^T)-0-5ï)-0+S)-0-'ë)'0+§?) • 

etc. ; 

a ' a. 3. 4 a.3.4«5-6 

(-^)(-+1r)(-©(.+g)(.-g)(.+S)- • • -• 

Telles sont les expressions de l'équivalence entre la génération 
par sommation et la génération par graduation des fonctions élé- 
mentaires de sinus et cosinus. 

Jean Bemoulli , qui a donné ces développemens par graduation 



8,2 INTRODUCTION 

des sinus , n'était pd9 certain si les développemens par sommation 
de ces fonctions ne pouvaient être réduits à zéro, encore par d'au- 
tres valeurs de a: que celles qui résultent des faqteui'S de leurs 
développemens par graduation. — • Cette incertitude disparaît entiè-» 
rement ^ lor^^quOi^ observe que le^ développen^ns par çommatiou 
ne sont proprement possibles que par les facteurs mêmes qui forment 
les développemens par graduation. A la véi*ité y nous avons déduit 
ces derniers des premiers, ^ n formant les facteurs avec les valeurs 
de la variable x^ qui doivent réduire k zçrq les développemens par 
sommation; mais cette prééminence logique de servir de principe , 
nous ne Pavons donnée aux développemens par sommation y que 
parce que Talgorithme de la sommation ^ comme appartenant au 
domaine de Fentendement^ occupe le premier rang parmi les deux 
algorithmes primitifs^ la sommation et la graduation; ce dernier 
n'étant que le résultat d^une influence régulative de la raison^ et 
ayant lui-même ^ pour élément^ l'algorithme do la sommation. Mais, 
en observant que ces deux algorithmes primitifs sont entièrement 
indépendans, on comprendra facilement que le développement par 
sommation et celui par graduation des fonctions algorithmiques , 
subsistent y chacun par lui-même , en vertu des algorithmes prinû- 
tifs dont ils dépendent respectivement; et Ton pourra y en quelque 
sorte y envisager aussi les développemens par sommation y comme 
recevant leur possibilité des développemens par graduation ; 
par exemple, le développement par sommation de la fonction 
< X 4 '- • / (-^""f" (-^ 1 ))" > lorsque l'exposant 771 est une quantité irrationnelle , 

fractionnaire ou même négative. Dans le &it, cet accord des deux 
algorithmes primitifs y qui sont entièrement indépendans , est un 
véritable phénomène téléologique^ une finalité dans les différentes 
fonctions du savoir de l'homme. 

Venons maintenant aux lois fondamientales de la théorie des équi- 
valences. — Ces lois consistent évidemment dans les relations réci- 
proques des qiftantités censtaiites a^y a^yû^, etc. et ^p , Ax y J%y e.tc. 
qui entrent dans l'expression générale (ce) 

(«. 4-^) («. -\-x) (<J, -f- Jc) (a^-f- x) = 
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formant l'expression de l'objet même de cette théorie. Or, pour peu 
qu'on réfléchisse sm^ la nature des fonctions qui composent les deux 
membres de cette équivalence générale , on s'apercevra que le calcul 
des diflFérentîelles doit conduire à la détermination des quanti tés ^„ , A^ 
A^y etc. , au moyen des quantités a^ , a^ ,^3, etc. , et réciproquement, 
que le calcul des gradules doit conduire à la détermination des quan- 
tités fl, , flf„ a^y etc. , au moyen des quantités A^^A^y A^y etc. : en effet, 
le ipTQàM\\(ai+x){a^'\-x) . . . ne saurait être décomposé en parties de 
sommation, que parle calcul différentiel, et la somme ^.-f--^ja:-f-etc. 
ne peut être composée en facteurs, que par le calcul des gradules; et 
c'est là le moyen de parvenir à la détermination réciproque des quan*« 
tités aj,a^ya^j etc. ytXA.yA^y A^y etc. -—Voyons ce qu'il en est. 

Pour simplifier les expressions,désignonspar Z la somme des termes 
correspondans à toutes les valeurs entières de yit , depuis /^ sc= o jus^ 
qu'à;t= 0) , en supposant que oà est le nombre des facteurs (â,^x), 
(«,-f-^)> (^3+^)> ^*c* ; c'est-à-dire, faisons 

TLA X sr: ^o + -^1 je: + A^^. . # . . • •+• -d? oTi 

nous aurons ainsi 

(fl,-f-x) {a^-\rx) {a^-\-x) (a^-fjc)=r-^ x^. 

Or , en prenant la différentielle de l'ordre m des deux membres 
de cette égalité, on obtiendra 

ett àés^nant par h^yh^yh^y .^.h^ytn quantités cpnelcanques parmi 
les quantités â, , ^^ , ^ , . . . Ar« , et par 6 l'agrégat des termes eorres- 
pondans à toutes les valeurs possibles des Quantités h^yh^yh^y et^. 
De pifts , en domani à /n les valeurs successives msa^o^i^ssf , 
//};= :k y m=S , etc. ^ et rapposwl iraso , on au» 
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® STÏ: ^^'^ -^/^^ =1.3.^., 

®- &.6..&3 =^^ -^f*^^ =1,2.3.^3, 

etc. ; 

et Ton verra facilement que le premier membre de ces expressions 
forme successivement : i* ^ le produit de toutes les quantités 
a^ya^y a^y . . • a« ; a"", la somme de leurs combinaisons y en les pre-- 
nant de (a>— i) à (a— i), avec permutations ; 3* la somme de leurs 
combinaisons, en les prenant de (o)— -a) a (o) — :i), avec permuta- 
tions; et ainsi de suite. Si l'on désigne. donc en général par (a. . . «a«)« 
la somme des combinaisons des quantités tf < > ^« ^ ^3 ^ • • • ttm, prises 
de màm^ sans permutations^ on aura évidemment. • • . (AA) 

et en général 

Telle est l'une des deux lois fondamentales de la théorie des 
équivalences; elle donne, pour une fonction algorithmique, la dé< 
termination des quantités ^o 9 ^x y ^%j etc. y qui entrent dans la gé- 
nération par sommation de cette fonction , au moyen des quantités 
^t 9 ^ft 9 ^39 etc. qui entrent dans sa génération par graduation. — - Il 
résulte immédiatement de cette loi , un principe subordonné d'une 
importance majeure y celui de la formation , au moyen des quan- 
tités A. y A^y A^y ctc. , dcs fonctions symétriques composées des 
quantités diya^y a^y etc. ; mais ce principe n'appartient plus à la 
Philosophie des Mathématiques : sa déduction y ainsi que son appli* 
cation^ appartient déjà à TAlgorithmie elle-même. 

Venons à la seconde loi fondamentale de la théorie des équi« 



^ 
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valences. — Pour simpliGer davanUge les expressions, faisons 

S = ^, 4- ^.jf -f- ^.x* -^Ajk"-* 

et désignons par n« («^+a:) le produit des facteurs de la forme 
t) 4 %^\ {m ■ t a?) y correspondans à toutes les valeurs entières de ^t , depuis 
_^ fjLz=ii jusqu'à /M. =^ inclusivement; c'est-a-dire , faisons 

Nous aurons ainsi , à la place de l'expression générale (aa) de l'objet 
de la théorie des équivalences^ Fexpression simplifiée «- • . . (iV) 

n>^ + ^) = s. 

Désignons^ de plus, par g'/t le gradule du facleurgénéral(a^-f"^)j 
c'est-à-dire , faisons 



g(^a^ + x):=^glA.. 



Enfin y désignons les accroissemens successifs par gradules de la 
fonction H de la manière suivante : 

— * ►— — I > *-*! — -^»> '^ X •"——•3.* cic» 

Or, d'après cette notation , l'accroissement par gradules des deux 
membres de l'expression («) , sera 

et divisant cet accroissement par la puissance gi de la même expres- 
sion {il) y on obtiendra .... (/y) 

De plus, l'accroissement par graddles des deux membres de cette 
dernière expression (jj) , sera 



8G 
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et divisant cet accroissement par la puissance ^3 de la même expres< 
sion (jf) y on obtiendra. . . . (//) 

De plus encore y raccroissement pargradules des deux membres d« 
cette dernière expression (II) , sera 

et divisant cet accroissement par la puissance g5 de la même expres- 
sion (II) , on obtiendra • • . . (mm) 

n (a ^x)^^~^'^^-^~^^^^^'^~^^ 
Procédant de la même manière , on obtiendra en général . . . (aa) 

n (a 4-x)^'*~**^ ^''* ""^°^ Cfff*— g3) (gi^—g4) Cff.^ —«»)__ 

s,xs-^''--«^^'xs"*"^'-'*^-xs-^f-«^^' 

-(-O'(iri--sr), 

• • • • rf'S *» j 

en dénotant, comme plus haut , par (gt . . *gif)m la somme des combi- 
naisons des quantités gi ^ g^ y g^ 9 ^*" S^ y prises de m a m y sans 
permutations. En effet , Faccroissement par gradules des deux 
membres de cette expression générale (nn) ^ sera 



<^ 



f — I 



»— a 






et 
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«t dÎTisant cet accroissement par la puissance g(y -f* i) de la même 
expression générale (nn) , on obtiendra .... (00) 

xs ^ w— (ffi • • •g')t-Tg:(''+0^ w+ Cffi • • -gO.+Cgi ■ . .gO. -gCi-^-O V, 
^ w— (gi • • •g»)3^(g» • • •g'^-gC'+O ^ çrC— 0'"*"'-Cg» • • -ffO.-gC'+O^ 
__ ^^r-(gi— gC'+OXy w+Cgi-'-gCr+O). 

_(- !)'+•. (gl...g(l' + l)), + ,. 



€t c'estatissi ce que dpime immédiatement Te^cpresslou générale (jtrt) 
en question. 

Maintenant^ si pour faciliter l'impression des formules y nous 
faisons 

{gm^g I ) (gm-^g^) (gm —^5) .... (gm^gn) = Igm ^gn] , 

la racine [s'C^'+i)— g^] dùçs deux membres de l'expression générale 
(«n) , sera. . . . (pp) 



S 



,<-iy.(^0 



C'est là la seconde loi de la théorie des équivalences ; elle donne ; 
pour une fonction algorithmique^ la détermination des quantités 
^i> ^«9 ^J9 ^^c* q^^ entrent dans le développemeiit par graduation 
de cette fonction , au moyen des quantités j4^ y ^ly ^%y etc. qui 
entrent dans son développement par sommation ; ainsi que nous 
allons le voir. 

Lorsque , d'abord y le nombre cù des facteurs désignés par n«^ est 
un y on a (âi,+^) rs^o^-^j»^, qui donne immédiatement a^=iA^ , 
à cause de ^i = i : et il serait inutile de déduire . de la loi fonda- 

i3 
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mentale (pp) en <jueslion , Celle déterniinaUon ^ quoiqu*eU9 s^j 

trouve contenue. 

. Lorsque , en second lieu , le nombre â) des facteurs désignes par 

III,, est deux^ on fera y= i , et Ton aura 

îexpressîôù dans laquelle 

et par conséquent^ en faisant successivement ;t=:x et/t:t=:'2^: 

U^(»^+xi^' ''^:=ia,+xf:{a^^xf =: a^ + x.. 
Donc^^ . . • • (^y) 

partant^ en cliangeant g^ en ^i^ et réciproquement y 



;o 



I-+ ^ — ^^ — 

X étant une quantité arbitraire. 

Lorsque y en troisième lieu ^ 1^ nombre cù des facteurs désignés 
par n^.^ est trohy on fera T=ï=à,«l l'on aura 

expression daDs.la<{««ne . 

r,. -1 _ ■ c^i"— gO(g^— gâ) >► ft'i — . ______i: - 

^ ^ ' ' -^ ~ (g3 -gv) (g3 -ga) » ^^ » ''>' — <.j;3 — gi) (^S -ga) > 
et par conséquent , «n faisant successivement /Kasi^Ttes a' et ;u=s5y 



/ 



^ 



f 



t ^ 
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Donc ,' (rr) 



partant , en changeant g^5 en gik , g!x en g^i , etg^i en gH , 

«t en opérant les mêmes changemens 'çntre les gradules giyg^y gZ^ 

or étant une quantité arbitraire. 

En procédant de la même manière ^ on obdendra ^ pour tm 
nombre quelconque a des facteurs désignés par n«(a^+a:), la déter- 
mination des quantités a,, a^y a^y etc. y au moyen des quantités 

So, S,, S^,etc. , c'est-à-dire, au moyen des quantilés^o, -^.31 -r/g^etc. 
L'expression générale de cette détermiaatiqn sera. • • • (ss) 



a^ 



+(i,_i,o) —(#—1, I) +(4?_i,a) 



X Sq — ^, 



/ 

en ne considérant que la détermination de la dernière des quan^ 
tités a^ y a^y a^yeXjc, y de laquelle deriyent les autres par 1^ permu- 
tation des gradules y ainsi qu'on yient de le voir. 

n reste à savoir quelle est la sîgniQcatioa de o^t^fi déleniunation* 
1^^ Pouip la découvrir y observons q^e 

H, =ss H^ =ri -|- LS .gS , 

S. = S?^= ( H*^)«^' == H«^^' = 1 + L3.g,S , 

«tç; , etc., et en général 

• • * 

en désignant toujours^ ainsi que nous en sommes convenus plus 
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haut^ par gS y gJS^ g^S y etc. les ordres conséculifs des gmdules 
de la fonction H. Nous aurons donc. • . . (//) 

X x(i+^H.^oS+etc.)^""^'""'^''~''*~'^-x; 



X étant une quantité arbitraire ^ qu'on peut supposer égale à zéro , 
pour plus de simplicité. 

Or ,en observant quefes gradules ^ï > ^2 , §^5 , etc. qui composent 
les exposans (co — 1,0), (où — 1,1), (« — 1>2)> etc., sont des quantités 
infiniment petites ^ on. verra facilement que ces exposans forment 
des nombres infinis de dlfférens ordres ; et nommément , que 
l'exposant (cù — 1,0) forme un nombre infini de l'ordre « — i, 
Texposant (« — i, i) un nombre infini de l'ordre a» — 2, l'expossMit 
(a — I, 2) un nombre infini de l'ordre cù — 3, et en général l'expo- 
sant (œ — i,Ç) un nombre infini de l'ordre a — i — Ç. De plus, en 
observant que les gradules de différens ordres gSyg^E^ gs'^y etc. , 
qui entrent dans Fexpression générale (tt) , forment des quantités 
infiniment petites des^erdres successifs un y dmux y trois y etc., on 
verra que la quantité a^ , déterminée par cette expression, dépend 
essentiellement d'une quantité de la forme 

( I iy r \M . 00^ . 00' . 00* . . . 00* ■" ' 
0O|..00a.OO3... .QO^ ./ ' 

en, désignant par 00, , 0»», 003 , etc. et 00', ce»', cd*, etc. des nom- 
bres infinis difierehs. Ainsi , la quantité a^ en question , est une 
quantité irrationnelle ou radicale de Tordre {cê — i) , comme nous 
allons le voir. 

Nous avons: déjà dit que l'expression algorithmique 

tnoL bien , en faisant Ln. — =iV".— >, que Texpressioii 
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forme le shéma philosophique de Ja génération par .graduation d'un 
nombre n. — Cette considération de la génération algorithmique 
est nécessaire toutes les fois qu'il s'agit de la racine d'un nombre; 
et cela, pour pouvoir concevoir, d'une manière générale, la partie 
des facteurs qui composent ce nombre , correspondante à l'expo- 
sant fractionnaire de la racine. On a donc nécessairement ^ sous 
le point de vue métaphysique , 



' 00 



V 

De plus , lorsqu'on a la quantité ( \/n + «,) , et qu'il s'agit d'en 
prendre une racine, il est évident que, pour soumettre cette nou- 
velle quantité radicale à* la même génération algorithmique, il faut 

déterminer l'exposant de la puissance de f i -f-if .^V de manière 

à la rendl*e équivalente à cette quantité f c'est-à-dire qu'on a néces* 
sairement s ' 



00. m 



;/(/»4-»o==(»-t--^.^)"'^ 



m étant la partie -de Fexposairt qu'il fiiut déterminer. Or, suivant 
cette expression y otK a 



00. Ttl 

i 



et par conséquent 

*" ~ ' • Lit * 

oh l'on voit que lorsque n ^t n^ sqxA considérées en général, l'exposant 
en question est une quantité iranscendante. Ainsi , pour concevoir 

le nombre C\/w+/ii) sous le point de vue de sa génération com- 
plète par graduation > c'est-^ à-dire, pour concevoir, d'une manière 
générale, la partie d|^ facteur» qui co'mposetvt. ce nombre, corres- 
pondante à l'exposant transcendant de la racine .qu'on veut avoir j^ 

il faut prendre une infinité des facteurs (\ '^ N. — 7) qui entrent 

dans la génération de /i^ et de plus^ une {Partie transcendante de 
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la tolaKté des facteurs du second ordre fi -j^N.^—^ , qui com- 
posent les facteurs du premier ordre fi ^ N-.-^-r)* En effet, 



on a 



m2= 9 . ^-^ î — = F. ^ ^ — 



et puisque 

oo'et 00* étant deux nombres infinis différons , et a', /3' étant les 
coefficiens complémentaires ,^ réels ou imaginaires , on aura 

0i;=;^y. -p . ^, et par CQnséqueut . 

» 

Il Éaïut donc considérer la quantité fi-^'JY. —A comme composée 
4'une infinité de facteurs^ pour pouvoir concevoir la partie traii<8cen*« 
dante — ^ de ces £stcteurs ,_ correspondante à la puissance ••• • 



00 





^i^JPf.—A ; et nommément il faut la considérer comme compo*' 

sée du nombre infini oo' de facteprs. Or on a, en vertu du schéma 
de la génération par graduation , 

et par conséquent 
Donc , 

f» f ^ • v~"«3'»00.00 



/(//»-*- «O^'^+^'S?:^)" 



ir 
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On trouTerait ^e k mène manière <(|ae 



N/(N/(V«+».)+«0=0+^*^?:ïk^)"'*" 

et en géaëral. . • • (uu) 






i(f dénotant le rapport des coefficîens col»|^lâaieiitaiKS que <noas 
avons désignés par a et /3^ et la quantité— ^-•'. < 

Or y pour peu qu^ôn réflécki^ sur telte générsdôA consécutive 

par graduation ^ on comprendra facilement que la génération de 

» 

la quantité \/n est d'un ordre inférieur à celle de la quantité 

\/ ( v/^4''^i) 9 P^^ '^ raison qu'il feuf ^ dans xrette dernière^ con« 
sidérer chaque facteur de la première génération y comm£ corn-* 
posé lui-même d'une înfînité dautreâ £actetti'«^;de. manière que, 
par rapport à l'ordre de la génération algorithmique , la première 
de ces qûiitilités eSI à la secouée y comme )eï titmAres prodtdts 
immédiatement par la g^i!»ét*ation de -somnàlBOHy soïit atrx tiombres^ 

prodidts par la gcnéititron jit graduation , c^'cst--à--dife ^ tromme fi 

I 

est à n\ On eomprendfa de méwe ^ et pw la Même i^sén > 

que la génération de la quantité V^CVa + '^i) est'^'un «ordre iip- 

férîeur à celle de la quantité V'CVtV'^ + ^O + O ^ ®* nom- 
mément que y par rapport à Tordre de cette ^nérjtiéiiiy là j^re- 

r 

mière de ces quantités est à la seconde j comme \/n est à 



»« 



V/( V^-f-'îi)» Poursuivant ces considérations^ on comprendra, en 
général y que les quantités irrationnelles oti radicales adîxiètleftit tlYie 
infinité d^ordres différens qui distinguent essentiellement ces quan-^ 
lités y et qui forment^ suivant la loi -de oOÊtkiiiité ^ la transition de» 
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quantités immanentes aux quantités transcendante; on comprendra 
nommément que 

{nf est du premier ordre , 

II 
((nf + /*, Y' , du second ordre , 

111 
((('*/+ '^i/'+'^^Y*^ ^^ troisième ordre; 
etc* j et en général 

11 1 1 

(• • • (((«/+ ««)''+ ^0'^' • • • +«^— i)'^"S de Tordre «; 

Il est donc vrai j ainsi que nous Tavons avancé plus haut^ que 
dans réquiyalence générale 

« 

« 

les quantités ^i» ^^yf^t» «t • ^«> considérées çonmie fonctions i|lgp<« 
lithmiques de >/• > ^« » ^«i • • • -^« i forment des quantitêi ik,r4^ 
tionotelleS ou RADICALES DE LOKDHE (ûir-^i); de manière '.que 
si Ton désigne , par '*'^, la fonction composée de difiérentes formes 
ou valeurs que peut avoir la quantité Ç, et par A y By Cy etc. , des 
fonctions de A^y A^yA^ , etc. , on aura^ pour la détermination 
des quantités a^y a^y a^ y etc*^ que nous désignerons en général 
par a , les formes suivantes .... (ww) 



« » 



x^ Dans le cas de â» = a ^ 
a*. Dans le cas de »^=sZ, 



; -^" 
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" S*. Dans le cas de a»= 4 > ' 

m » 

etc., etc. 

Telle est la signification de la détermination que donne ^ pour 
les quantités a^y a^ f a^y etc. y la seconde loi fondamentlae (pp) de 
la théorie des équiv^ences. — • Ces quantités peuvent donc y dans 
tous les cas j être exprimées au moyen des quantités Jl^ 9 ^x j 
A^y etc. ; mais la détermination effective de cette expression 
n'appartient plus à la Philosophie des Mathémathiques : il ne 
lui appartenait que de découvrir la possibilité et la nature ( les prin- 
cipes métaphysiques ) des quantités a^ y a^y'a^y etc. en question. 

Nous devons ici faire remarquer y de crainte qu'on ne l'ait pas 
aperçu y que l'expression (pp) de la seconde loi fondamentale d«. 
la théorie des équivalences y n'est point exacte pour la valeur des 
quantités; elle n'est exacte que pour la forme de leur génération^ qui 
fait précisément l'objet de cette loi. En effet, en prenant les accrois^ 
semens par gradules des expressions particulières {jj) , (W)> (^^Oi 
et de l'expression générale (^nn) , nous avons considéré comme 
Gonstans les gradules qui entrent dans les exposans de ces expres- 
sions; ce qui n'est exact que pour la forme des résultats, et non 
pour leurs valeurs. — En tenant compte de la variation de ces 
gradules , on aurait d'abord , à la placé de (//) , l'expression rigou-- 
reuse {II)' 

JP(E) étant une fonction de S, et figfJt^yg^) une fonction des seconds 
gradules des facteurs (a^+x) et (a.-f-jc) , savoir , 

Or, en observant que, suivant les formules générales (J^), il entre, dans 
cette dernière fonction, les différentielles dx et ddx des deux pre-* 
mters ordres, et en déterminant la relation de ces différentielles 
de manière à ce ^}^eJ{gl^yg^)^=^Oy dans le cas de ^t = 2 , on com- 
prendra que l'expression rigoureuse (U)^ se trouvera, en tout, rame- 

14 , 
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née a la forme de Texpression représentative (//). Oa aurait^ en 
second lieu , à la place de (mm) y l'expression rigoureuse • • . . (mm/ 



t i 



jP(S) étant «une fovjçtion deS^ ^^/^(gl^^i^) mYe.fi(HurtioHde&tpx>i^ 
blêmes gradules des facteurs (a^^i^x) et (a, +4^9 ^^oir^ 

«a faisant 

■ 

G/i'^gf^^gM'l(g^)f Giç:;^^x.^{g\).l(jgx). 

Or, en observant .encore que , suivant les formules générales (J^) , 
il entre,' dans la fonctîony^(g7A,g'i), les différentielles dxy d*x et d^a: 
des trois premiers ordres, et en déterminant la relation de ces diffé- 
rentielles de manière à ce que y^(g'/^>g'i)=^o, dans les deux cas de 
yLt= 2 et A<'^= 5 9 sOn comprendra que l'expression rigoureuse Çirmi/ 
se trouvera, en tout, ramenée à la fqrme de l'expression représen- 
tative (mm). Poursuivant ces considérations, on comprendra, en, 
général , qu'en établissant des relations convenables entre les diffé- 
rentielles dx, d^Xy d^cQy été, des dîfférens ordres, les expressions 
rigoureuses dont il est question , peuvent être ramenées , en tout , 
à la forme, en quelque sorte fondamentale, des expressions repré-* 
sentatives que nous avons employées. 

» 

Voilà les différcnties branches qui forment la Théorie -àt la cons- 
titution algorithmique , et qui , suivant la déduction que nous en 
arvons donnée , ont pour o^jet , dans la réunion systématique des 
algorithmes élémentaires , l'nnîté transcendantale entre les deux al- 
gorithmes primitifs, la sommation et la graduation, — Venons à la 
Théorie dé la «comparaison algorithmique qui , suivant la même 
déduction , «a pour objet ,, dans la .réunion «systéniajtique que nouA 
venons de nommer , l'unité logique entre les deux algorithmes pri^ 
mitife , la sommation et la «graduation. 

Nous avons vu , en général ,. que la réi^nion systématique dçs 
deux fonctions intellectuelles qui ont pour <^€;t les deux algoiçithin^ 
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primitifs et opposés, înlroduît, dans les quantités algorithmiques, 
Renouvelles déterminations de leur nature, dé nouvelles lois tbéo^ 
riques; et en particulier que, sous le point de vue transcendantal , 
celui de la théorii^ de la constitution algorithmique , cette réuniôh 
«xerce son influence sur la génération même des quantités, et que, sous 
le paitit de vue logique , celui de la théoHe de la comparaison àlgo-* 
rîthmique, eBe l'exerce «ur leur relation réûipr&qùe. Or, cette relation 
réciproque , considérée en elle-même , consiste évidemment dan« 
Végalité ou Yinegalité des quanfilés algorithmiques ^ et ne saurait , 
dans cette simplicité , atoir àeH lois différentes des axîôtnes mêmes 
àe TAlgorithmie. Mais en y joignant, comme c'est ici le cas, la cir- 
constance de la réunion* systématique des deux algorithmes primitifs 
et opposés , Funité logique de cette relation se trouve soumise à dés 
lois particulières, dépendantes de ces algorithmes. — ^ Ce sont donc 
ces lois qui font Fobjet de la TnEOntE de la compàraisot} alco- 
itiTHBirf QUK ; et par Itf même raison , cette théorie forme une partie 
distincte et essentielle de l'Aïgorîlhtnie. 

Suivant cette dédtifctîon, l'égalité et llnégalîté entre les quantités 
algorithmiques , reçoivent , de là réunion systématique dont il 
s'agît, uh caractère particulier. Or, c'est ce caractère quifes rend 
tespetîtivement équation et inéqualion (^). Ce sotit donc proprement 
le^ lois auxquelles sdiit soumises les équations et les inéquations , 



(^ £ln faisant attention à cette , dilTérença e^otielle c|e Tégalité et de Tiné- 
galité^. avec Téquation et Tinéquation , on .comprendra, si d ailleurs on pouvait 
avoir quelque diiRculté ^ que renseignement de rAlgorilhmie doit rigoureusement 
«!iivt>e la' marche de la déduction philoso{>btqve ^ celle que nôur suivons dan» 
€«tte (QtK)ducttwi à la Phibso^hie der Mathématiques. «^^On peut , par exemple ^ 
daoh les branclief) que nous a?i>ne examkiéeflk îutfq^'îoi^.sé servir d« l-éf alité et dis. 
l'inégalité, lorsqu'il en est besoin, parce que cçs relations générales et simples ne 
eont soumises qu'aux axiomes de VAlgorithniie^ ou tout au-plus^ à des lois faciles 
à déduire , ainsi que nous le verrons ci-après ; mais , eh procédant méthodi- 
qàémiéi/t, on' n* pourrait y emplb^r les équatioiià et Tes inéquations propre- 
Mtift'dileSy ptroe «{ùèf des fellU^S'tsoinl^séîfr «ontf s^uoliscls à des lois partica* 



lieras v^^iûBtm leur «Miiabb , ne* peorait être détevmiiiéefii qn*aii moyen des 
brandies que nou* veïiôns de nbmm|ir:.«-rD^i^i]e«rs-j c'est toujours sur la dé-* 
duction rationnelle que doit être fqndée la méthode wganique de l'enseignement, 
c'est-à-dire y. la méthode de l'enseignement considéré en lui-même^ ou avec abs- 
tr^flon des inotifc pjûrliculiéfà d<s là Pédagogique. 
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en considérant ces relatÎDtos de la manière qne nous venons de les 
déterminer^ qui forment Tobjet de la théorie de la comparaison 
algorithmique i^ *^ De plus , cette théorie j considérée en général ^ 
embrasse deux branches : la théorie des EQVATior^s , et. la théoriet 
DES iNil^uATiONS'. Mais en observant^ en particulier^ que les iné-^ 
quations ne sont possibles que par les équations ^ ou plutôt qu'elles 
n'ont une signification déterminée qu'aumoyen des relations d'équa*' 
lion ^ on comprendra que toute la théorie de la comparaison algo- 
rithmique se réduit à la Théorie nss é<^uation8. 

H faut encore observer que les lois qui constituent la théorie de 
la comparaison algorithmique, ne sont que des lois dérwées y et non 
des lois primitiifesy parce qu'elles, n'appartiennent qu'au point de vue 
logique j et non au point de vue transcendantal de la réunion systé- 
matique des algorithmes élémentaires y qui en est le caractère parti- 
culier» —Cette réunion systématique , envisagée sous le point de vue 
transcendantal^ introduit, dans les quantités algorithmiques ^ de 
nouvelles déterminations de leur nature ; mais y considérée sous le 
point de vue logique y elle ne peut établir qu'une relation entre ces 
déterminations de la nature des quantités algorithmiques. Orales 
lois de cette relation sont nécessairement dérivées des lois que suivent 
les déterminations entre lesquelles s'établit la relation. Ainsi^ les lois 
qui font l'objet de la théorie de la comparaison algorithmique y ne 
sont que des lois dérivées ; et nommément, elles sont dérivées des 
lois qui font l'objet de la théorie de la constitution algorithmique ^ 
que nous venons d'examiner. 

II en résulte immédiatement, que les différentes branches de la 
théorie de la comparaison algorithmique , on de la th<k>rie générale 
des équations, sont les mêmes que celles de la théorie de la cons- 
titution algorithmique. Cette assertion est d'ailleurs claire par elle- 
même <;' e^ effet, la réunion des algorithmes élémentaires, con- 
sidérée sous un point de vue quelconque , ne peut porter que sur 
l'identité systématique ou sur la diversité systématique de ces algo- 
rithmes , et ne peut, par conséquent, donner lieU qu'à des branches 
correspondantes k cette identité ou à cette diversjté systématiques. 
— Ainsi , les branches particulières de la théorie générale des 
équations , sont t r*. k thIorie des équations d'équivalence, 
qui répond à l'identité systématique entre les deux algorithmes déri- 
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ves hxtfdédiats 9 la imniératiàa et les facuhiBS; a\ la Tfliomiis des 
jtqvATioTifs DE DiFFEiiEiN'Cfis , qui répood. au premier cas de la 
diversité systématique entre les deux algorithmes primilifis opposés , 
.c'est-à-dire y à l'influence de . la somination dans la génération, des 
quantités où domine la. graduation ; 3^. la théorie des ;équation$ 
DE GRA9ES y qui répond au second cas de la diversité systéoialî({oe 
entre les deux algoritlmoes. primitiis .opposés^ c'eat^-dire^ à Im-* 
fluence de la graduation dans la gestation des quantités où domine 
la sommation ; 4""* ^n^in y 1& théoIiie des équations de concruen- 
.€£^ qui répond au troisième et dernier cas de la diversité systé- 
matique entre les deux algoritbmiis primitifs opposés, c!est-à- 
dire y à l'influence réciproque de la sommation et de la gradua- 
tion dans ]a génération des quantités où dominent l'un et l'autre de 
ces algorithnaes. 

Voilà la déduction arckitectonique de la théorie générale de la 

comparaison algorithmique et de ses branches particulières. *— Voici 

, quelques dévekf>pemetts phijesaplwym dé cette théorie elle?-méme. 

Avant tout, il faut fixer ^ avec précision^ le caractère particulier 
des lois dérivées qtie nous avons à examiner : ce caractère qui, sui- 
vant ce que nous venons de dire y est purenienX logique y diflere néces-r 
sairement. du caractère transcendanial «des lois primitives qui nous 
ont. occupés jusqu'ici ^ d'ailleurs^, cette détermination métaphysique 
servira à jeter plus de clarté sur le degré de la certitude avec laquelle 
nous, posons ces lois respectives. — U est d'abord certain que les 
caractères , transcendantal et logique , des quanti té& algorithmi- 
ques y sont fondés sur^ la nature même du savoir ; et spécialement^ 
le caractère tranâcendantal , sur le contemu (la.matiène) , et le carac- 
tère logique , snvX^fomie du savoin U faut donc.^ pour déterni^ber ces 
caractères des quantités algorithmiques; appliquer, à.ces quantités^ la 
diversité caractéristique <|ui se trouve dans la nature de notre savoir^en 
le considérant respectivement par rapporta sofk contenu , et par rap- 
porta sa forme. Or, cette diversité intellectuelle consiste notoirement 
dans la diversité des facultés du savoir, y fondée sur la trichotomie gé^ 
néralede F absolu y c!est-à*-dire, sur l'opposition du co/ii/^iton/ze/ et de 
la condition y et sur leur neutralisation réciproque dans le relatif; c'est, 
en efiet , sur l'opposition du conditionnel et de la condition, que sont 
fondées les deux facultés opposées de Tentendeûient et de la raison^ 
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ml sur leur DeotrâHsatian dans le relatif , la fiLColte iotermédiaire da 
ÎQgemeDt ; et c'est dans la diversité des lois de ces* laeulté» ihtel- 
lectnelles primordiales^ que consiste la diversité caractéristique qui 
a lieu dans la natore du savoir. Ainsi, pour déterminer les carac- 
tères ce«pi(csti£| , transcendautal et logique ^ des quantités algorfth-- 
miqnes, il suffit d appliquer, à ces quantités ^ la diversité, des lois des 
facuhés iotelieetuelies que. tfeous venons de nomilier , ea les consi- 
dérant séparément par rapport au contenu, et par rapporta la forme 
de notre savoir. Sans entrer dans de plus grands développemeos , nous . 
remarquerons qise les caractères distinetife des lois de Fentende-<- 
Bsent , du jugement et de la raison , sonr respectivement la signt- 
^cation , la détermination et la fùndation , en tes considérant par 
rapport au contenu du savoir ; et la spéeificùtion , la corrélation et 
la subordination (^) , en les considérant par rapport à la ferme dû 
savoir. Donc , le caractère tronscendantal deis quantités algorithmi- 
ques porte sur la signification de ces quantités , sur leur détermi- 
nation et sur leur fondation; et c'est e^ctivem^nt suivant ce carac* 
tère ^ que nous avons traité les différeates branches de rAlgorith- 
mie, appartenantes aix point de vue transcendantal , que nous avons 
examinées jusqu'ici : nous avons donné, poiup chacûike de cies hran» 
ches, I', la coircEPTioïir de «ini objbt (stgnifîci^tion) 5 :>**, leur 
toi FONDAnTÉNTALE (fondatiou) , et 3*, du moini$ pour quelques** 
unes, îes cibcoitstaxces immédiates (détermination). Dé plus , 
le caractère logique des quantités algorithmiques porte sur la spé«- 
cificadon de^ces quantités, sur leur corrélation et sur leur subordi<* 
natioii ; et c'est suivant ce caractère , que tfous devons traiter les 
branches de FAlgoritSmiie, appartenant au point de vae logique et 
fonÀanf lédiéorie dé la comparaÂ61a^ algorithmique^ qui nous occupe 
actuellement. «^-^Nous examinerons donc, dans chacune des diffe* 
rentes tkéories des- équations , 1% la GLAsiii^ieATi09( de* ces équations 
(spéciicatiod)'; â% \em coAM^Ariscm (tiortfâàtion^ ; et5%«lettraÉso«* 
tAyf\!Bn (siiboi«dÎQaiiîo^)* 
Commençons par la THÉORtE des i^uATtoNS n'éçtrfvAMîNCB. 
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(^) Les mots signification , déterndnatX(\n> , fondation , répondent ici aux mots 
allemands bedeutung , bestimmung , begruendung ; et le mot subordination est 
pris dans son acception did«^cti(jue. 
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•—Une foactioa F ^ <lîâ«r«fties q«4iitit«s 'M y S, Cy «te. , ëgtA« « 
zéro , suivant le sçMqM mdjétenniaé qoe voici .... (tdt) 

o=?F(J,J5y C, etcO, ... 

^EMrmer fl'^bord V ég4^ité (ilgaritbmiqU& <joi est la relation logiqtie gé-«* 
nérale de ces quantités. Mais^ en y foignantla coùsidératkm de réqui«* 
valence eatre ki génération par sommation et celle par graduation^' 
d'une foncl^ 4!^x,, c^tte egbKté devient ^uà^h'o^ ^ et prend néces- 
sairement la forme .... {ac) 

o =;= ^o rh-:^i^ -+- ^^ H- etc. 

En eflêt , la fonctîoQ (^o+^i^-f-etc.) ^ul se trouve égaie k sîéro ; 
est y d*nne part ^ la forme générale du développement par somma- 
tion de toute fonction de oc ^ suivant ce que nous avons dit plus 
haut ; et elle est y d'une autre part y l'un des deux membres de l'équi- 
valence primitive ou simple, snivlant Texpreijsîon générale (ce). 
Or y d'après la nature des équivalences, il existe toujours un déve-' 
loppementpar gradu^tîoti équivalent à un développement par som- 
mation ; et d'après lans^ture de* la graduation , là relation avec zéro, 
d'une fonction composée de facteurs , dépend , en principe^ dé là 
n^éme relation de ces* facteurs consîiSérés séparément. Ainsi, le 
développement pat sommation en question (^o+-^iJf+elc.), est*,. ' 
en quelque sorte, l'eidpression commune de là fonction dont ir est 
le. développement^ et dti principe dé sa relation avec zéi^o; et par 
conséquent^ la / fermé générale de toutes lès équations d'équiva- 
lence , proprement dites , est ^ae) 

On- voit clairement, par la nature det^éqùrvoléniresi^ qmt'cbifiS': 
cette relation avec zéro , la variable x de la fonction (-^.-f^ix+f'^ete:); 
reçoit des valeurs déterminées, au nombre de ^ , qt|i réduisent 
à aévo cette fonction : ce sont là les valeurs dùVmaonmie a:, qu'on 
appelle racines de l'équation.. — Nous conserverons 4ci cette dénof 
mination ; et de plus , pour simplifier nos^ expressions , .nous dis- 
tinguerons la fonction, qui est égale à zéro, par le nom À9 /çaction • 
adéquation.' 
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, Or, pour ce qui concenie, en premier lieu, la CLÀssiPxcATior^ 
des équations d'e'quivalence , il est évident , d'après leur £^rme 
générale , que le principe premier de leur spécification^ est celui du 
nombre des tefmes.de la fonction d'équation ,' ou plutôt du degré 
4e la plus haute puiss£(nce de Finconnue x; et cela^'pâr la raison 
.que le nombre qui n^arquece degré , est, en ^émeten^^ le joiûmbre 
des facteurs du développement. par .giraduatiout /équivalent à la 
fonction' d'équ£|tioa. Ainsi , h classification des ^qMlions ea ^^fi^ 
tion ^ e;5t / • ' - 
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G =s ^o -f- ^i^y équation du premier degré, 
. o =s. ^0 + ^x^ -^ Aj(^ , du second degré , 
; < '^6z£xt A,;^ J^àù ^ Ji^x^ -^ J^ y du* trôîsîétne degré , ' 

etc., et en général^ ... v *•. . 

O =;= -^o H"^ ^i^ + ^Épc^ •..•+• -^^^^y dtt degré d^; 

Lorsque le degré m de ces.^qV:ations.^^j&Uj(^ ces .^qu^ti^n!^ -sdht 
évidemment immanentes ; et lorsque leur degré e^Kijf^ui^ ces équa"* 
lions sont transcendantes, suivant ce que nous avons dit plus 
haut.^-r- U faut remarquer ici que meutes le^ foné^îdnis égal'ejiit zéro , 
qui contiennent des fonctions exponentielles , logarithmiques , ou 
circulaires , lïe f èçoîvent le caractère d'équation proprem^t (dite, 
que lorsqu'elles sont développées suivant ^algorithme, de, somma- 
tion, qui est la forme générée (à^) des équatiops dont il s|agit.' 
Avant Ce développement, leur relation avec zéro n'est encore qu'une 
simple égalité algorithmique, qui n'est souipise qu'aux axiomes de 
r Algorithmie , et non à des lois distinctes et particulières. Toute- - 
fois , ayant égard à leur développement possible, on peut , en les 
particularisant en idée^ considérer ces^^égalités' comme équations 
transcendaates. ' • ^ 

Outre cette classification principale des équations d'équivalence ^ 
il existe une classification accessoire qui porte sur Tindétermina-^ . 
tion', plus où moins grande , des quantités variables ou des incon- ^ 
Hues qur elitrent dans ées équations. — Soient "jCj, x^^ JC3, et'c^, plu- 
fiiemrs variables 'ou plusieurs incfohnues , et soit Tequation 1 ... (ad). 
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+(i,ï,o,. • •y*x^Xt,+(i,o,i,. . •)''Xi,Xs'+'(oyi,iy.. .).x^Xf^elc. 

en désîgnaill par (0,0,0,. . .), (1,0,0, • . .) ^ etc., les differens coeffi- 
ciens de la fonction d'équation. Il est évident que les facteurs 
simples qui forment la- génération par graduation de cette fonction , 
et qui contiennent les principes de sa relation avec zéro ^ ont la 
forme générale • • • (aè) 

(Jx, + u5j?^ 4- Cxt. . . + a)- 

Or, la relation avec zéro de ce £icteur général de Ut fonction d'équa^ 
lion en question , est évidemment indéterminée; en effet, les 
quantités x^ , x^, x^y etc. restent variables dans là rektion 

* • * 

o = j^Xi -|- £x^ + Cxs. ..+ Cl. 

Pour que ces quantités reçoivent une déterihinatiôn , il faut qu'on 
ait séparément 

^j7,-+-a,5=o, . J5;Cj4-^c=;((^, Ca:^4«^c3=so, «te; 



et il est 'clair que la quantité Cl qui entre dans le facteur général 
(ae) y peut être décomposée d*une infîaUé de manières différentes, 
pour fonher lés quantités a , 5, ^ , etc/, qui entrent dans ces rela- 
yons séparées! De plus , si Ton multiplie respectivement ces der- 
nières rtlatîohs , par les quantités générales a, /3, y y etc. , on 
pourra former les relations composées suivante^ : 

a^Ax^ '^ fisExf^'^y^Cx^. . • -f'^s^ + iSs^+J'a^» • . =0, 
etc* , etc. ; 

' . * * ' 

et Ton veiTa Êtcilement que , pour revenir de ces relations com- 
posées aux relations simples dont elles sont formées , il faut que l€ 
nombre de ces relations compoisées s'oit le même que celui des re*- 
latioas simples. -«-II. s'ensuit que la détermination des quantités 

i5 
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variables -ou inconnues x, , 07^,0:3, etc. dans l'ëquatlon (ad) dont 
il est question^ dépend d'autant de facteurs généraux {aé) différens, 
qu il y a de ces quantités ; et par conséquent , qu'elle dépend d'au- 
tant d'équations (eut) différentes , qu'il y a de ces quaritftés varia- 
bles ou inconnues. Il s'ensuit réciproquement , que si l'on considère 
des sysièmes particuliers de valeurs de ces variables , le moîadr^ 
nombre de ces systèmes de valeurs ^ nécessaire pour construire oui 
pour déterminer une équation contenant ces variaUes , «»l évideni- 
ment le {MToduit du nombre de ces quantités pu» l'expoMot ^ degré 
de l'équation ; et cela ^ par la raison que chaque facteur simple àm 
développement par graduation de la fonction d'équation y dépend ^ 
pour être déterminé^ d^autaiit de systèmes de valeurs des quantités 
variables x^^ oc^y x^y eXc. en question^ qii'il y a de c^s quantités ^ 
et de plus^ que le degr^ de l'iéqiuitîoa dépend, du nombre de ce» 
facteurs» 

Après ces considérations logiques sur l'indétermination des équan 
tiens dont il s'agît y on txntiprendra que ees équations admettent 
différens ordres d! indétermination ; et nommément , que les équa- 
tions qui contiennent deux variables ou inconnues, sont des équa- 
tions indéterminées du premier ordt^ , que celles qui en contiennent 
trois y sont des^ équations indéterminées du second ordre y et ainsi 
de suite. 

Venons, en second Heu ^ à la comparaison des équations d'équi- 
valence. — Or , le principe de leur corrélation est évidemment la 
relation de leurs racines; et spécialement la relation d'égalité de 
ces racines, c'est-à-dire, la circonstance de deux ou plusieurs 
équations , d'avoir une qu plusieurs racines communes : en effet , 
c'est là la seule unité possible de la corrélation de ces équations. -^ 
Soient, par exemple, detix équations • 

j 

'O tSSL A^ ""J" A ^X *7— AfpC • • • ""f— A ^X ^ 

X 

o = iîp + B^ + B^x\ . . 4- B^x^; 

et soient ^s , â» , ^3 » • • • a«i, les racines de là première de ces équa** 
tions. Si , parmi les racines de la seconde de ces équations , il s'en 
trouve une ou plusieurs qui soient identiques avec les quantités 
^1^ ^a> <'3 > etc.^ ces deux équations auront des racines communes; 
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et il existerai entre ces éqaatloxLS, une corcélation dont la loi sera 
évidemment exprimée au moyen des relations de condition , aux- 
quelles devront satis&ire les coefilciens respectifs ^«^ Ax , A^^^ etc.^ 

Pour déterminer, d^utie manière générale, ces relations de condi- 
tion , soit l'équation .... {af) 

o s= Jlf^ + M^x -I- M^af^ •+• M^x^ ; 

et désignons , comme plus haut , par ItMf^ot^ la fonction d'éqaa^ 
tàon (.ilf«+J^f*^+ Ole) , S dépotant la somme des termes corrcs- 
pondans à toutes les valenrs entières et positives de fc, depuis 
/ts=30 jusqu'à /ii^=s«^ inclosivement : nous aurons ainsi 






Or, pour que cette équation ait , parmi ses racines , les quantités 
171, , m^^ i7i| , etc. , il faut que les eoefficiens M. , M^., M^, etc. , satis- 
fassent aux conditions générales que voici. •. (ag) 

o 5= SiW'^.Kl'». +/».+ /'»$. . . +ni, 'f'^^+^ (i)^ 

o = 2M^.K[m,4-m3 + /7i4...+/n^^j'*~^"^* .(2), • 

o == Siff^-HC/Wj + m^+fTij, . • 4-m^^a]^""''"'"\ . . . .(5); 

etc., etc. 

En effet, retranchant successivement ces conditions l'une de l'autre, 
on obtiendra 

(a)— (5)==OSr:(»i,-wn,^3).23/^.M[»i.*hTO, \~"*r+i'+^p+2T~'' > 

(5)— (4)=Oî=(/n3r— w,^3).2i»f^.K[nij-f-m^. . .-f-w^+a+'Wr+s]'*"'» 
etc. , etc. , 

sanrant la loi fondamentale (D) de la théorie des Bornbres ; et divi- 
sant ces relations, la première par (m .-^m-, ) , la seconde par 
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('"a""'"»+fl) » ^ troisième par (m-— w^^^g) , etc. , on aura 

o = 2Jf^.K[in.4-»»s... -f-ni, ^ j-f-TTi^^j,]'^ ', 

etc. , etc. ; 

et c'est aussi ce que donnent immédiatement les expressions (ag) ^ 
en y substituant p^r k la {(lace dé f. Ainsi , )es expressions géné- 
rales (ag) seraient *vraîes pour toutes les valeurs de v , entières eC 
positives , si elles l'étaient pour une «eule de ces valeurs; et elies^ 
le sont effectivement pour la valeur de r c= i ^ qui forme le cas 
des cbnditions primitives et singulières^ auxquelles doivent satis«- 
faire les coefficiens M^^M^^M^^ etc. de Tëquation (tf/), pour que 
cette équation ait ^'parmi ses racines , les quantités m, , wt. , ma, etc.'-^— 
DonCy les expressions {ag) en question sont rééHement les conditions 
générales , auxquelles doivent satisfaire les coefficiens nommés 
-^o >M^yM^j etc. y pour que les quantités m^^m^^ m^y etc. soient ^ 
des racines de l'équation {df). 

Si Ton a donc plusieurs équations • • . >. {aK) 

o = -^o + ^xX 4- Ajpc^ 4- ^tiP^^ 

o = !ff. 4- B,x 4- B^ + Bç^x , 

o = C -f- C^x 4- C^:. 4- C sP^y 

etc., etc., , . 

qui ont les Tacînes communes m,, m», /113 ; etc. , leurs coefficiens 
'A yB ^ C, etc. ., désignés en général par M ^ doivent- salisfàîi^e 
respectivement à la condition générale • • • • {ai) 

c'est-à-dire, ces coefficiens doiyen:^saUsfî^e re^ectÎT^entanxcoiic 
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o=-flf,-i- AT. .K[TOf ]4-^..K[/»y?4-iW3.K["»f ?-f etc. ; 

H- ilf4.K["»f4-Wy4. J+etc, 

etc. , etc. ; 

le nombre de ces couditioas étant.évidemment ^ pour cbaeaiie des 
équations (^ah) y égal au nombre des racines respectives qu^elles onC 
en. commun avec les autres de ces équations. 

Telle est la loi générale de la corrélation des équations d'équi- 
valence y dans le caa simple où elles ne contiennent qu'une seule 
inconnjlfrou une seule variable déterminée (^). 

Procédons à la comparaison des équations en question y dans le cas 
composé oii elles t contiennent plusieurs variables déterminées ou 
plusieurs inconnues. Mais^ pouir ne point passer les limites de cette 
Introduction^ contentons «• nous d'examiner les équations à deux 
inconnues et du second degré; d'ailleurs^ on pourra facilement 
étendre à des équations d'un nombre quelconqiie d'inconnues et 
d'un degré quelconque , ce que nous dirons sur le cas particulier 
auquel nous nous arrêtons ici. "^ • ^ 

Soit donc l'équation générale a deux inconnues et du second 
degré (ak) 

Suivant ce que hous avons dit de la nature de ces équations indéter-r 
ininées ^ à l'article de la dessiccation .des équations. d'équivalence , 
le ^prodv^it gçp,ér?l. qui, entre dans Içur composition par graduation y 
est 



*ta— aAa 



(*) C'est peut-être cette loi que demande M. Budan , dans la note (X) de 
ton bpusenle mtitnlé ! ' Sauvèlh Méthode pour la résolution des équations 
numériques^ etc. •— On ne voit g^ère8 quelle autre reUtiod poUrmt exiiter 
antre des équations. 
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et il est évident que les coeffîciens m^ n^r^s sont déterminés par 
la double circonstance : i*. de réduire à zéro les facteurs respectifs 
de ce produit^ par un système de valeurs de ar et^; 2**. de dé- 
truire un produit^ semblable. par le même système de valeurs^ de 
jc et jr. Or , puisqu'il faut . deux tels systèmes de valeurs pour 
déterminer chacun des facteurs d6 ce produit général^ ainsi que 
nous Favons reconnu a l'endroit cité y et par conséquent , quatre 
tels systèmes de valeurs pour déterminer le produit entier, on verra 
facilement que la construction ou la composition de l'équation géné« 
raie {ak) , doit avoir la form£ . . • • (a/) 

Q tnz A ^ Bx ^'Cy + l>xy -f- £^ + Fy* = 
en faisant , en général, 

^^(^>7)=('^^*+»^74-;^^)> 

•4^^(^.7) = ( V* + ^^7+7^) . 

m y n y p y ^u9 ^u9 9u ^^^^ ^^* quaiitîtés différentes pour les 
indices différens ;t. En effet, soient 

«',jS'; «•,/3'j e-,^; «", /3- ; 

les quatre systèmes de valeurs de x eljr , qui détemmnent Téquation 
en question. Les six Êicteurs <p,(x,^) , 4>("*^)l7')> ^» (^>j)> '^•(^yf) » 
fi(jCfj-), •\)>3(X) y), pourront être déterminés par les combinaisons 
suivantes des quatre systèmes de valeurs de x eljr : 



Ç,(a>,y)aisO, pour jtï=±«r, ^ = ^', et arsrct', j=^', 

4.(ar,^) = o, .... ar = a*,j=:^, et a = «",^=:^"; 

<P.(j:,^)=o, XŒ=*', jr=^',.et x=*",^=^', 

4.(^».r) = o, .... xs=a%js=:^', et x^a",jr=s^"; 

<p,(jp,^)=o, je = a',^=:^', et « = *'%7=^", 

4,(jr.,:f)=:o,' a?s=:*%:r«=^'> et arssat'j^ass^'; 

et l'on aura .... (am) 
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P, , Q,y P^y Q^, P^y Ç3 , étant des quantités indéterminées. Déplus^ 

les quatre facteur» restans (p^ {Xyjr)y 44 (*> y) % ^s (^> j) s 4» C-^^^) > 
pourront être déterminés par la circonstance de 

pour tous les systèmes de valeurs de x et ^ ; circonstance qui 
donne les quatre équations • • • • (an) 

f4(«',/^').44(«'./3')+<r5(*',iS').45(«',/S')=FQ, 

qui serviront li détermiqer qaatre quantités parmi lies douze qui 
entrent dans ce^ facteurs. 

Ainsi , en effectuant les produits de tous les dix &cteurs ^(XyT) 
et ^'\{x, y) t qui composent l'équation générale {ak) ou {al) dont il 
est question, on obtiendra, pour les coefficieas de cette équation, 
les expressions sniyaaitesc 

1°. Par le 'développement des sixpreBUers li e iet irs , 

+ 5 {(/S' - r ) («•^''- ^'^/S') -H (iS' -■ /8") (*'i8--*-/3')} 
(C) œU {(te' — «' )(«-j8'»—«"/i') -K«"^ «• ) («^ift* — •?fS' )} 



V. 
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(Z?) = il {(a* - «') (iS- - fi") 4- (/3' - /r ) («>' ~ O > 

H- ^{C*"-. «') (/3' ^ iS*) -H (/S' — /3") («- - «•) } ; 

(E) = iî(/8'~/3'X^'-/3")+^(^~^(^-/3")-f-r(/8'-^"X/3'--/8^, 

(F) = il(a'— «•)(«•— «" )4^(«'_^X«'— «*T)4.r(«'— «"X*'— *•), 

i{, iS", 7^ étaat des quantités iadétennioées ; 

3°. Par le développement des c[uatre derniers facteurs , 

en nous rappelant que quatre quantités parmi les douze qui entrent 
dans ces dernières expressions^ sont fonctions des valeurs cn^fi' , «% 
j&% a''\ )8''', a'% )8*^ , au moyen des quatre équations (an); 

3"*. En réunissant ces valeurs , 

2? = C/>) + [2>], E==(iE) + iE], F==(F) + [F\. 

Telle est donc la construction ou la composition des coefi^iens 
A, B yC y etc. de l'équation générale (ak) 

oz=zJ + Bjc+ Cj^Day'\-E3c^ + Fj% 

déterminée par quatre systèmes de valeurs des inconnues x et j^ ; 
et telle est ^ par conséquent y la. loi de la corrélation des équations 
à deux inconnues et du second degré ^ qui contiennent les mêmes 
quatre systèmes de valeurs de ces inconnues. — On voit^ par cette 
loi y que ces équations diffèrent ^ et de quelle manière elles diffé- 
rent y par les quantités indéterminées qui entrent dans la construc- 
tion de leurs coefficiens. 

Venons^ en troisième et dernier lieu^ à la hesolution des équa-* • 
tions d'équivalence. — - Noua avons vu que la résolution des équations 
en général > répond à la fonction logique de la raison nommée subor* 
dination : il s'agit en effet de subordonner les équations ou les valeurs 

de 



\ 



/ 
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de leurs inconnues , aux lois fondamentales qui régissent la réu- 
nion systématique des algorithmes élémentaires , formant le carac- 
tère distinctif des équations ; c'est - à-- dire , tie les subordonner 
respeclivement aux lois que nous avons données plus haut pour 
eliacane des^ândbel» alg.orithmiqvies^dé*«ette rédmonsyaténfâtiqtie, 
CQoadftrée «oiia lé piMni.4ie'*vuè.\toao6ceadiantaL-*^La classific^ilioa 
et la comparaison des équations y qui ne portent que sur la relation 
des équations entre elles ^ ne sont fondées que sur des considéra- 
tions logiques 9 ou du in6ihs ne reposent que légèrement sur les' lois 
algorithn^îq^&^iranseeiuUnbies des, braaches ^auxquellps elles se 
rapportent. Mais la résolp^Qa des équations , qui subordonne les 
valeurs de leurs inconnues aux lois de la génération des fonctions 
d'équation ^ est nécessairement fondée , toute entière , sur les lois 
algorithmiques transcendantales des diCféretites branches auxquelles 
^p «ragpcûctent cçs . fopctipns d'équation ; aussi y par cette raison , 
W résolution. de;; éi^s^tipns JS^rme^t-elle la partie principale de leur 

théorie. .,.. .;^;^ :.,.._, :^. : ; -;, /.-v^:. ;..'*. r ^ ... 

Il s'ensuit^ de ces «considérations géaérales ^ que la résolution 
des équations d'équivalence, est soumise aux lois fondamentales 
Çhh) etXpp) idela théorie gj^néral^ des équivalqnpe&, pi|. dérive de 
ces loi^, I^'ail^eur^ ^ cettQ j|sserti^ , e$t \ci claire par ^çllg - même. 
On voit y en effet, que la seconde (pp) de ces lois , qui donne la 
«déterkttbiatîoii des; qmtilétés. constantes Gontenuës daûs* les £ie leurs 
simples du développem(ent. pito gea^usbeM^ ^équiiytalent à la* fonction 
d'équation ^ d^ne imna^diatjement Jes valeurs .des inconmies de 
équation.-. 

'< Or) ce» résakats iiÂraëdiata de ^appIn!arioQ'4fel^ hn foodame»tale 
{pp) <le la théorie ^[énéraledes équirroliinoes , à ia.résokition des 
-étfutaoBS d'féqmvalenoe^.consiïfCeal dans-ce^qui sait: 

'^ ï^ tjBS deux ^radnefH' de l'équation àu^^éeènd dfegré, considérées 
mi générad ,' 9&nt deé* qttantité« irràttonnelles du ipre^tiiei^ ordre', 
et ont , pour leur expt'emion, la forme 'V ? • - ^ 

en, j^aé^^, .fP^Lfïfiç ,ÎP^ÎÇÎ .è??ôi'95?9ste?i; .4»»- ®?^-^°^ ^^^> 

i6 



\ 
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et ont f pour leur expression , la forme 

a:=:1r{y'(y/J + J3) + C}; 

S"". Les quatre racines de l'ëquation du quatrième degré y consi- 
dérées en général y sont des quantités irrationnelles du troisième 
ordre , et ont^ pour leur expression, k ibrrae 

x^<fr{i/(^(C'J + JB) + C) + D}î 

4*. Les cinq racines de Téquation du cinquième degré ^ considé- 
rées en général y sont des quantités irrationnelles du quatrième 
ordre, et ont , pour leur expression, la forme 

a: = i- { ^/(^(^(i/^ -f- 5) + C) + /)) H- i:} ; 

et ainsi de suite , en désignant , comme plus baut , par "Ir^ la fonc- 
tion dé ^ composée de différentes formes ou valeurs que peut avoir 
la quantité Ç , et par AyByCyDyEy etc. des fonctions des coeffi- 
ciens A^y A^ y A^yA^y etc. des équations. 

Il 2ST DONC AVÉRÉ QUÏ LtS ÉQUATIONS D2 TOrS LfS DEGRÉS PEU-* 
VENT AtRE RÉSOLUES THEORIQUEMENT. -^ NoUS COUnaisSOUS aCtUcI*-' 

lenient la nature de leurs racines , et même la forme générale de 
l'expression de ces dernières. Il ne reste qu'à déterminer leur expres- 
sion particulière ; mais cette tâche, qui n'est motivée que par un 
intérêt algorithmique , n'appartient plus à la Philosophie des Mathé- 
matiques, ainsi que nous l'avons déjà dît plus haut : il n'appartenait 
a ce tte Philosophie, que de déterminer la nature générale des racines 
en question. 

Quant aux équations cocffenant plusieurs inconnues, nous avons 
vu que ces inconnues ne sont déterminées que lorsque le nombre 
des équations données , est au moins égdi à celui des inconnues 
qu'elles contiennent. Or, lorsque cette détermination a lieu , on 
peut , au moyen de l'élimination des inconnues , transformer les 
équations données en autant d'autres dont chacune ne contiendra 
qu'une seule inconnue ; et alors, ces équations pourront être réso- 
lues séparément. — Les limites que nous devons fixer à cet article 
conceraant la théorie des équations d'équivalence, ne nous per- 
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mettent plus' d'indic[uer ici les principes métaphysiques de Teumi- 
fTATiON : nous pouvons nous en dispenser d wtant plus facilement^ 
que plusieurs des méthodes connues ne s'écsurtent que^eu de leur 
véritable métaphysique. 

Procédons à la seconde branche de la théorie de la comparaison 
algorithmique y à la théorie des équations de différeintcbs et db 
DIFFERENTIELLES. ^— Nous avoDS dît que les lois de cette branche 
dérivent de celles de la théorie générale des différences^ que nous 
avons donnée plus haut. Il est vrai que nous ne qous sommes arfé tés , 
dans l'examen philosophique de cette théorie générale , qu'aux dif- 
férences et différentielles, directes et inverses, des fonctions d'une 
seule variable ; mais c^est là réellement le principe de toutes les 
différences et différentielles directes et inverses , des fonctions d'un 
nombre quelconque de variables , ainsi que nous le verrons dans 
cet article. 

Soient or, , oc^9 ^sy^iy etc., des quailtités variables liées parles 
relations primithes .... (ba) 



tlQ.y etc.; 



/(jc,,j!:., 0-3,^:4^ etc.) = 

Js(Xty X^y X%y X^y CtC.) = 

fxyfpyfiy ctc. déuotaut des fonctions quelconques de ces quantités. 
Soient, de plus, ac*j=A j:*», x[-=:i^x^yX'y=^^x^y etc., des accroisse- 
mens des variables a:«, a:» , .Ts, etc., déterminés par les relations 
primitives {ha) y op aura nécessairement et évidemment 

f^{(x,—x[)y {x^ — x[)y (^3 — O,etc.) = o, 

/sCC^.— ^1), (^.—o:;), (x^ 
et par conséquent 

M^iy^*>X3 9 ctc.)~/((ac:,~a:;), (oc^-^x',)] (x^ 

M^.y X^y ^Sy Ctc) ^/^({x,^x[)y (x^-^x'Jy (^3' 

fi(X,yX^y X^y CtC.) ^f^((X^^x[)y {X^^X^)y {X^ 

etc. , etc. ; c'est-à-dire {bc) 

.Af,(x,f a?,, Xj, etç.) = o, A/i(j;,, x», or,, etc.) =o, 
, Afi(a!,^x^, Xff «âc.)sBOf etc. ^ek:. 



^d> etc.) 
Xj), etc.) 



o* etc. j etc. j 



•'j:;),etc.)=o, 
ar;),etc.)=o, 
.j:;),etc.)=o. 
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Ces dernières relations y considérées en elles-mêmes on dans lenv 
combinaison avec les relations primitives (Jba) y contiendront visi- 
blement les différences Ax, , Ajr,, Axg, etc. du premier ordre des 
quantités variables x, , x«, jts , etc.; et donneront ainsi des relations 
dérwées premières , de la forme . . • • ( W) 

f\ (X^y X^y X^y CtC. , AX, , AOT, , ùkX^ y CtC-) = o, 

f'^{x^y x^y Xsy ctc. , Ax. , AjT, , Aj^s , etc.) = o, 
f'^{x^y x^y X3, etc., ÙLXty ùkx^y AX3 , ctc.) = O, 
etc. , etc. ; 

J\ yf\yfzy ctc. , dénotaut autant de fonctions différentes. 

En considérant , en second lieu , les accroissemens x',=:A*Xgj 
x![=ï=A*a:A,x^3=A*j:5, etc. des quantités variables Ajr,^Aa:.,Ax3, etc. ^ 
comme étant déterminés par les relations dérivées premières {bd). y 
et en traitant ces relations dérivées comme nous avons traité les 
relations primitives {ba) y on parviendra à des relations nouvelles 
qui , considérées en elles-mêmes ou dans leur combinaison avec les 
relations précédentes (bd) et (ba) , contiendront les différences 
Ax, , AXa , Ajts , etc. et A^x, , A'^c», A'jfa , ctc. des deux premiers 
ordres des quantités variables x, , x. , X3 , etc. ; et donneront ainsi 
des relations dérwées secondes , de la forme .... (be^ 



Ajt, , etc. , 

A'x., 



»C a • Cil'. * fcJ iXt \ y 

x^y etc., Ax,, ùkX^y etc., A*x,, 

^%y etc., AXj, ùkX^y etc., A*x,, A*Xg, etc.) 



A*j:, , A*x,, etc.); 

etc.) : 



p. 



etc., etc. ; 

f^xtf^i^yf% y e*c* dénotant autant de fonctions différentes. 

Procédant de cette manière , on obtiendra , en général , des rela-* 
tîons dérwées irT", de la forme .... (bf) 



y7(X| , x^y etc., Ax,, ùkX^y etc., A*x„ A*jr., etc . . . A"*x„ A^^x^, etc.)=o, 
f'l{x^ y x^y etc., Axi, AXft, etc., A*x,, A'Xa, etc . . . A"*a:„ A""x., etc.)=Oy 
yj'(.r.,Xa,etc., Aa:„AXj^, etc., A*x,^ A'Xj^etc. . .A^x,^ A"'jr.,etc.)=o, 
eic , Cit • ,. 

y^,,^,,/"'3, etc. dénotant autant de fonctions différentes. 
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Or , ce sont ces relations dérivées successives , qui constikient 
les EQUATIONS DE DIFFERENCES. — Lorsquc les accrois.seinens 
^\ 9 ^\y ^'sj c*^» y ^'i y ^'» y ^'^y ctc. , etc., dont il cst question dans 
ces relations^ seront infiniment petits , les relations dérivées succès*- 
sives contiendront les différentielles des variable^ a:,., ^%yOC^y etc., 
à la place des différences de ces variables; et elles formeront alors 

les EQUATIONS DE DIFFERENTIELLES. 

Il faut observer que , puisque les accroissemens x\ , x\, x\y etc., 
•^^5 ^"4,^%, etc. , etc. , qui forment les différences ou différeur 
tielles des quantités variables oQ^yX^ y X3, etc., sont, en principe , 
déterminés par les équations primitives {ba)y les équations dérivées 
successives (bd) , (ie) , et en général (bf) , expriment nécessaire- 
ment lesmêmes relations entre ces variables, que celles détermi-^ 
nées par les équations primitives (ba). De là vient que les équations 
dérivées successives , en différences ou en différentielles , directes 
ou inverses ^ sont, par rapport à la relation des variables, identiques 
avec les équations primitives; et par conséquent, qu'elles servent 
théoriquement, comme les équations primitives , à exprimer cette 
relation. — C'est aussi là le véritable objet de la théorie des équa-' 
tions de différences et de différentielles. 

Avant de procéder à l'examen de cette théorie , voyons quelle 
est la forme des différences et des différentielles des fonctions de 
plusieurs variables. — Soit , pour cela, la fonction F{x^ y^^y x^^eXc.) 
de plusieurs quantités x, , jr,, 0:3 , etc. Supposons que , parmi ces 
quantités , la quantité générale o*^ soit variable; et nous aurons.. .(i^) 



/« 



pour la différence et pour la différentielle de cette fonction , 
prises par rapporta la variable générale or^, en désignant, suivant 

l'usage, par T- — ^} ^* P*^ C5""" J > ^^^ coefficiens de la différence 

Ax^ et de la différentielle 4r^ , dans les expressions de la différeo/ce. 
et de la différentielle de la fonction jP(a:,,«r» , 0:3, etc.) dont il 
s'agit. Or , quelle que soit la quantité générale x^ , considérée 
comme variable, parmi les quantités x, , x^, Xs , etc., les exprès-* 
sions précédentes {bg) de la différence et de la différentielle de la 
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ionèiion F^x^yjc^ y Xs y etc.) de ces quantités , subsistent de la même 
manière , et nommément d*une manière indépendante de celles des 
quantités jc^y x^y x^y etc. qui sont différentes de o:^. Ainsi , en 
considérant toutes ces quantités comme ranables y la fonction 
F(x^y Xa , etc.) recevra , par l'accroissement simultané de ces varia- 
bles ^ des accroissemens distincts et correspondaa|^ respectivement 
aux accroissqmens de chacune de ces variables ; c'est-à-dire qu'on 
aura .... (bh) 

ù^{x,yX^y ^3, etc.) = (^. Aj:,+(^). Aa:.+(^^. Axj+etc. , 
dFix,yX^yX^ye\x:.) = (^^.dx,+(^^.dx^-\-(^^ 

Cette foi'me des différences et des différentielles des fpnctions de plu- 
^eurs variables y est donc évidente par elle-même^ et est fondée immé- 
dlatena^t sur la nature de la formation des différences : elle n'a donc 
besoin d'aucun artifice pour être déduite ou démontrée. Il en est de 
même de l'expression marquée plusbaut par T^c).— Nous disons cette 
observation^ parce que les géomètres de nos jours, ceux du moins 
qui ont méconnu et rejeté les véritables principes du calcul diffé- 
rentiel y se sont donné la peine dé chercher d^s artifices pour dé- 
duire ces proposilioûs^ et nommément pour les déduire du prétendu 
théorème de Tajlor y ^'ils codpîdèrent conmie le principe du cal- 
cul différentiel. 

Soit encore U même fonction F(x^yX^y:»^y^U:.) de plusieurs 
variables ar^ , x. , x^y etc.^ et désignons par 






/ fFjx,, X.. 0:3. ^tcQ N ^^^^r -3 

la différence et la différentielle de cette fonction , prises successi- 
vement par rapport aux variables x^y jt^» , «'s , etc. , suivant Tordre où 
se trouvent ces variables dans l'espèce de dénominateur dé ces fonc- 
tions, en observant d'ailleurs que >',+r.+>'3' . . .=)tA. Or , si nous 
désignons, de plus , par II les différentes permutations d'un assem- 
blage de choses , et par II, , n. , n, , etc. des ordres particuliers et 



/ 



t 
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déterminés de ces pcftrmutations , nous aurons ^ en général. . • (bj)- 

\ n.AxV .Ax'." . . . / - \ lyixV .Ax;*. . . • * 

eu dénotant par FI^ et n^ des ordres quelconques , déterminés et' 

différens , des permutations des assemblages (A^^'.Aa:/. .. ) et 

(dx'.dx^. . .)» ^— Pour peu qu'on fasse attention à ces propo- 
sitions générales^ on voit qu'elles sont fondées sur la proposition 
particulière 

y* désignant une fonction des deux variaUes x ety. Mais , suiTanl 
l'expression (a) de la formation dés différences ^ on a 

en désignant par ^«r et u^« les agrégats dés termes correspondans 
respectivement à toutes les valeurs entières de /tr et ^tt^ et par ^.et v 
les accroissemens des quantités oc et j'y desquels dépendent les diffé- 
rences. De plus, prenant, dans la première de ces expressions, la 
différence ^ par rapport à la variable f, et dans la seconde , la dif- 
férence p par rapport à la variable a: , on aura ^ suivant la même 
expression (à)^ 
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et par conséquent 

Donc , etc. 

Il faut remarquer que, dans les expressions (bh) et (bi) , les quan- 
tités désignées par 

/ AF\ / dF\ ^^ YA^F(j^,.j',,etcO\ / d^FÇr, , 3->, etcQ X 



7*-^ ^^ /* 



qui forment les coefficîens des différences et des différentielles , 
constituent des parties essentielles de ces expressions. Ces quan- 
tités sont sur-tout remarquables lorsqu'elles forment les coefficiens 
des différentielles y parpe qu'alors elles ne contiennent plus ces 
différentielles , et par conséquent , parce qu'elles expriment alors 
le rapport des Tlccroissemens infiniment petits dont elles forment 
les coefficîens. -—Cette propriété des quantités en question, les a 
fait distinguer dans le calcul différentiel : on leur a donné les 
noms de coefficiens différentiels^ du premier ordre, dû second ordre , 
etc.; Ae fonctions dériuées j primes ^ secondes y etc. D'après ce que 
nous venons de dire de la nature de ces quantités, leur distinction 
et leur dénomination * particulière n'ont rien de surprenant ; mais la 
prétention qu'on a de les ériger en principes du calcul différentiel et 
de les déduire d'une manière indépendante de ce calcul, cause une 
surprise d'autant plus grande que cette prétention implique une 
contradiction manifeste : en effet , les coefficiens diffërentiols en 
question, considérés d'une manière qit^lconquê^ doivent leur 
existence, explicitement ou implicitement, à la considération des 
accroissemens infiniment petits ; et cependant on veut les déduire 
en faisant abstraction de ces accroissemens. 

Venons maintenant à la théorie même des équations de diffé- 
rences et de différentielles. Mais , pour abréger ou pour simplifier 
ces considérations philosophiques , ne nous attachons qu'aux équa- 
tions différentielles : on pourra immédiatement, avec les modifica*- 
tions que nous indiquerons à la fin de cet article , étendre , pîtr une 
simple induction , aux équations de différences, ce que nous dirons 
ici sur les équations différentielleSt Dç plus , convenons d'avance 

de 
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de désigner , par les lettres F ^ f^ *, ^, % «sj/^ ©, fl, et 3-, des 
fonctions algorithmiques quelconques y et spécialement par F^^ 
F^ , etc. , yi ,/a , etc. , 4» , *, , etc. , etc. des fonctions algorithmi- 
ques différentes. 

Trois parties se présentent encore : la classification , la comparai- 
son ^ et la résolution des équations de différences. — • Or, pour 
ce qui concerne, en premier lieu , la classification des équations 
différentielles auxquelles nous nous arrêtons ici, il est évident, da* 
près la formation de ces équations, que le principe premier de leur 
spécification consiste dans Tordre , plus ou inoins élevé , des dif- 
férentielles qui entrent dans les équations ; et particulièrenient dans 
la différence des ordres extrêmes de ces différentielles. Ainsi , 

o = F,(a:,, Xa, JC3, etc., dx^^dx^, dx^, etc.) 
est unt équation différentielle du premier ordre ; 

F. (a:, , jr. , j?j , çtc. , dx, , dx^, dx^ > etc. , d^Xty d^x^, d^x$y etc.) 



est une équation différentielle du second ordre; et ainsi de suite. 
Lorsque les équations différentielles contiennent des différentielles 
inverses ou des intégrales, on peut considérer ces dernières comme 
autant d'autres variables de Tordre zérp de différentielles , et rem-> 
placer, en fonctions de ces nouvelles variables, les autres variables 
contenues dans les équations. Par exegiple, si Ton avait Téquatiou 

o = F(a:^^,/âtr.(p(x,7), dx^ dj)y 

on pourrait faire /ûlr.(p(a?,^)s=sa; ce qui donnerait <p{pCyf) = ~\ 
jc=>J/^x,2^V en désignant par 4 la fonction réciproque; et, . , . • 
ijiBSid^ \Xy ~\. on aurait donc 

qui serait une équation différentidie du second ordre , entre les 
deux variables x et z. 

»7 



1 20 INTRODUCTION 

Outre cette classification principale des équations différentielles , il 
en existe deux autres qui ne sont qu'accessoires , et qui portent sûr 
les principes de spécification des équations d'équivalence , savoir^ 
sur le^degré de puissance auquel se trouvent les différentielles , et 
sur Voidre d'indétermination dans lequel se trouvent les variables. 
— Ainsi ^ lorsque les différentielles contenues dans les équations g 
sont au premier degré de puissance , au second degré , etc. ^ les 
équations différentielles^ d'un ordre déterminé^ sont^ en outre, du 
premier degré , du second degré y etc. De plus, lorsqu^l existe m 
quantités variables, et (fw— i) équations primitives entre ces varia- 
bles, (m — 2) équations primitives, (//} — 5) équations primitives, etc., 
les équations sont dû premier ordre d* indétermination ^ du second 
or*dre , du troisième ordre j etc. ; et les variables de ces équations 
sont respectivement fonctions d'une seule de ces variables, de deux 
de ces variables, de trois, etc. , etc. 

Venons, en second lieu. Il la compakaison des équations diffé- 
rentielles. — Ici, le principe de la corrélation de ces équations^ 
consiste dans la .possibilité de combiner les équations différentielles 
d'un ordre déterminé, avec les équations primitives et avec les 
équations différentielles des ordres inférieurs , c'est-à-dire, pour 
ce qui coocerne les résultats algorithmiques , dans Télimination de 
certaines quantités contenues dans ces équation^, a^ moyen de la 
combinaison que nous venons d'indiquer. En- f ffet , outre la 
relation directe des équations différentielles d'un ordre déterminé, 
avec leurs équations primitives et' avec les équations différentielles 
des ordres inférieurs , îl ne saurait évidemment y itvoir, entre les 
équations différentielles d'un même ordre , contenant les mêmes 
variables , d'antre corrélation que celle qui résulte de la combinai-* 
son de ces équations entre elles, ou avec leurs équations pritûitives 
et avec les équations différentielles des ordres inférieurs. — Voyons 
quels sont les résultats possibles de ces combinaisons, et par consé* 
qucnt l'état de la corrélation des équations différentielles. 

Pour procéder avec méthode dans cette coinparaison des équa- 
tions différentielles , examinons - les dans l'ordre du tableau 
suivant : 

I. Equations primitives du premier ordre d'indétermination j 
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A* Entre deux variables , 

a. Equations du premier ordre de différentielles, ... (i*) 

h. Equations du second ordre de différentielles (2'') 

etc., etc. ^ 

J?. Entre trois variables , ' 

a. Equations du premier ordre 4^ différentielles* (5^) 

h. Equations du second ordre de differeotrelles ..•••• (4'') 
etc. etc. 

C: Entré quatre variables , etc. . ' 
IL Equations primitives du second ordre d'indétermination ; 

A. ■ Entre trois variables , 

a. Equations du premier ordre de différentielles ..... (5*) 

b. Equations du second ordre de différentielles (6") 

B. Entre quatre variaLles^ etc. , etc. 

m. Equations primitives du troisième ordre d'indétermination^ etc. 

Soit dono (i"")^ entre deux variables , l'équation primitive. . • • (bj) 

♦ 

(p dénotant une fonction contenue dans la fonction 4>. — - Ainsi , 
en vertu des expressions {bc) et. (bh) , nous aurons (b/y 

Or , si l'on a (*/)' 

on pourra élinliner, entre les équations (bj) et (b/J y la fonction <p; 
et Ton aura une équation différentielle du premier ordre . . • (bjy 

qui ne contiendra plus la fonction ^. —-Mais^ la quantité r^\^(ppeu|; 

être égale à eéro dans deux cas : lorsque ^=0; et lorsque 

/-|- j=^o. Dans le premier cas ^ ^ est une fbnctibn invariable de 

a: etjr, c'est-à-dire > une quantité constante , lorsqu'il s'agit réelle- 
ment de différentielles; dans le^^cond cas ^ la ziatore de la foncUôa 
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(p est telle que (^) = o. — Ainsi , Féquation différentielle du pre- 
mier ordre (*y7'V considérée par rapport à la relation des' varia- 
bles X etjr y équivaut à deux équations primitives : Tune contenant 
^ne constante arbitraire; l'autre contenant une fonction singulière (p 

de ces variâmes , telle que (^^ j=o. 

Soit (2*) y entre deux variables , l'équation primitive (hh) 

^ et 4 dénotant deux fonctions 'contenues dans la fonction *. — * 
Ainsi, en vertu des expressions (*c), {bh)^ et (*0,' nous aurons* 
d'abord... {bky 

et ensuite.. . . (bkf 

en désignant par P e\Q les quantités multipliées* par les différen- 
tielles de <p et de 4/. Or, si l'on a. • , . {bk)"\ 

Pz=zo^ et Q — Oj 

on pourra éliminer, entre les trois équations (bk) , (bkj et (bkY 
les deux fonctions ^ et-^; et l'on aura une équation différentielle 
du second ordre. . . . (bk)'^ 

o = *C^^7> dx.djr, d^x^dy), 

qui ne contiendra plus les fonctions ç> et «s}/. — Mais, les quantités P. 
et Q peuvent être égales à zéro dans deux cas : lorsque <p et %(/ sont 
des fonctions invariables de or et ^ ; et lorsque ^ et >[/ sont^ Tune 
ou toutes les deux , des fonctions variables de x et ^, telles que* 
Pzziz o et Q = o. — AinsJ , Téquation différentielle du second ordre 
(bky^^ considérée» par rapport à la relation des variables jc et^, équi* 
vaut à deux équations primitives : Tune contenant deux cons-^ 
tantes arbitraires; l'autre contenant une ou deux fonctions singu- 
lières çi et 4/ de ces variables, telles»que jP=5 aet Q=Ov 
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Poursuivant ces comparaisons , ou obtiendra des résultais pareils 
pour les équations différeiRielles des ordres plus élevés. 

Soient (3**) , çnlre trois variables , deux équations primitives (^l) 

o = *,(ar,7,z^ ^,(oc,jr,z), 4('^>/^«))» 
o = *.(ar,7,5, (p.Ç^yJj^),^ 4(:^^r>^))^ 

^, ^, et >j/ dénotant trois fonctions contenues dans les deux fonc- 
tions *, et *». — Ainsi, en vertu des expressions ^bc) et (bh), nous 
aurons . . . • (biy 

.=(^).^+(^).4r+(^).<fe+®.^.+(^).^. 

Or, si Ton a (biy 

on pourra éliminer, entre ks quatre équations (bl) et (i^,d abord, 
deux des trois fonctions ç, , ^. et 4 > P^r exemple^ <p, et ^, ; 
et en second lieu , toutes les trois fonctions ^i , (p^ eté4- On aura, 
dans le premier cas , les deux équations différentielles du premier 
ordre .... {blf 

0=:^^(x,jr,z, 4(^^7>^)> dx,djr,dz, d-^^Xjjr, z)), 

qui ne contiendront qu'une seule des trois fonctions ^,, ç^ cl 4; 
et l'on aura, dans le second cas, l'équation différentielle du premier 

ordre (ft/)'^ 

o:=i®{x, jTyZ, dx, dj ^ dz)j 

qui ne contiendra plus aucune des trois fonctions ^t, <p.et4.'-^Mais, 
les relations différentielles {bif- peuvent avoir lieu% dans deux cas : 
lorsque (p,, (p^ et 4 ^^^^ ^^* fonctions invariables de Xjj- ,2; et 
lorsque Tune de ces quantités , deux ou toutes les trois sont des 
fonctions variables de x,^, z, telles que ces relations différentielles 
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aieat lieu. De plus^ puisque ^ dans ce dernier csls ^ il o existe que 
les deux relations (iiy pour déterminer les trois fonctions va- 
riables^, , f 4 et 4, l'une de ces trois fonctions , par exemple «nJ., sera 
une fonction arbitraire; et les deux autres^ (p, et ^, , seront de'ter- 
minées , an tnoyen de ces relations différentielles y en fonctions de 
cette fonction arbitraire ^|., et de sa dérivée différentielle, — Ainsi ^ 
les deux équations différentielles du premier ordr# {pi)'" y considé- 
rées par rapport à la relation des variables ^^j tlz ^ équivalent à 
deux systèmes de deux équations primitives entre ces variables : 
l'un où les deux équations] primitives contiennent deux constantes 
arbitraires ^i et (f» ; l'autre où- les deux équations primitives con- 
tiennent une un deux fonctions singulières ^, et (p« des variables 
a:,/ et z, telles que les relations différentielles (W)"' ont lieu. De 
plus y l'équation différentielle du premier ordre {àiy^, Considérée 
par rapport à la relation des variables Xyjr et z y équivaut de même 
à deux systèmes de deux équations primitives çntre ces variables : 
l'un où les deux équations primitives contiennent trois constantes 
arbitraires ^i y 9» et 4 ^ l'autre oà le» deux équations primitives con- 
tiennent une y deux ou trois fonctions singulières ^, y^^ el -^ des 
variables :c^f et Zy telles que les relations différentielles (biy ont 
lieu , c'est-à-dire , ce qui revient au même , le système où les deux 
écniations primitives contiennent une fonction arbitraire 4 ^ sa déri«* 
vée différentielle. 

Si Ton prend (4'') les équations différentielles du second ordre y 
en partant de deux équations primitives entre trois valables y et si 
l'on combine ces équations du second ordre ^ avec les équations 
primitives et avec les équations différentielles du premier ordre , 
suivant la manière précédente y on obtiendra des résultats analogues 
à ceux que nous venons d'obtenir. — On obtiendra de même dés 
résultats pareils pour les équations différentielles d'un ordre quel- 
conque^ à trois variables ; et en général y pour les équations d'un 
ordre quelconque de différentielles, appartenant au premier ordre 
d'indétermination. — Procédons à la comparaison des équations dif- 
- férentielles appartenant au second ordre d'indétermination. 
Soit (5^) /entre trois variables , l'équatioD primitive. . . ibm) 

m 

. o = <b{x,y, z, ^ (*, j, 2)), 
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^ dénotant une fonction contenue dans la fonction <t. Noos 
aurons . . . • (^/w/ 



Or , ai Ton a. . • . (bmy 

on pourra éliminer , entre les équations (bm) et (bm)', la fonction 
^ ; et VoB obtiendra une équation différentielle du premier 
ordre • . . . (bm)'^ 

o=:ir(a:jjrj Zy dxy dj, dz), 

qui ne contiendra phisla fonction^. — En uninot ^ tout a lieu ici ^en 
général, comme pour les équations (fy')^(£yy^ etc. — ^Mais^ une circons- 
tance particulière se présente : elle distingue essentiellement l'équa- 
tion {bmy dont il s'agit, de l'équation {bty^ qui est également une 
équation difFérentielle du premier ordre et à trois variables. Cette cir- 
constance consiste en ce que, les trois variables x^jelz n'étant ici 
liées que par une seule équation (bm) , la relation entre deux de ces va- 
riables y et par conséquent la relation entre leursfHifférentielles , 
restent indéterminées ; de manière qu'il faut que la fonction 
'i' {xyjyZy dxydjr^ (h) soit elle-même une différentielle , ou du 
meiiis qu'il y ait un âicteur qui la rende différentielle d'une fonc- 
tion de ' deux variables indépendantes , et par conséquent qu'elle 
satisÊtsse'aux condHioi!» de cette dérivation .différentielle : nous par- 
lerons ci-après de ces. conditions de la dérivation différentielle, 
qu'on nonime conditions d iruégnd^ilité^ 

Soit encore (5"^.) , entre trois variables , l'équation primitive.», (^/s) 

« 

9 et-s|/ dénotant deux fonctions contenues dans laf<mction 9>. — NpuS 
aurons» . . . {bn)' . • » 

o=(ê)-^+(|).4r+(^).'fa+(|).</<PH-(^).'^. 

Mais ^ puisque les trois variables x^y ti z ne. 0oni liées que par 
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une seule équation {hn) , l'une dç ces quantités , par exemple z ^ 

est nécessairement fonction des deux autres x et^j et nous aurons 

en considérant les fonctions ^ et 4. comme réduites à^or.et^. 
Ainsi, en substituant ces valeurs dans lequatipn différenti^lk (&'»)V î 
on aura. . . . (bn)'^ . i ^ 

»={(g)+0(è)+(S)-(£)+Q-4è)}^..;:: 

+{(g)+(£)-(|)+(g)-.(|)+©-(^)] *;■ , . ■ 

De plus , puisque la relation dés deux quantités x et^., et par con- 
séquent la relation de leurs différentielles dx etdjfy restent jadâer-* v 
minées , il faut , pour que Téquation précédente puisse avoir Heu j 
que les coefficiens des différentielles indéterminées dx et tfy-, soient 
chacun égaux à zéro ; de manière qu'on aura les deux équations 
dérivées différentielles du premier ordre. . • . (iw/'' 

<*=.(f)+(^)-(^)+(f)-(^)+($)-(#)- • ; 

Ce sont ces équations qu'on nomme équatiions. différentielles ppr-- 
tiétles j ponr les distmguer de réquation (bn)' qu'on nonune diffèrent 
tieUe iotaUi — Or, si^'on dc^^.t* Q^\^ 



(^)-(ar)*(7j)-(3r)-'»' ■■ ■ 

' ■ Q-(|-)+Q-(^)=»/ 

on pourra éliminer , entre Véquiition primitive (£n) ^et les deux équ^ 

tipns différentielle P^i^U.sU^s ,(^% ^^ ^^^ fonctions (p fJ^^^^; et 

l'on 
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l'on aura une éqoation dérivée aux dîfférentièile» partielles da pre-. 
mier ordre .... (*»)* 



*(«, 



, a. 



(è)^ 



(D). 



<[ui ne contiendra plus les. deux fonctions (p et n|/. — Maîs^ les deux 
•équations de condition (^»)*% étant considérées em général , sont pos- 
isibles dans deux cas : lorsque ^ et ^j. sont deux fonctions invariables 
àex,jr eiz'j et lorsqu'elles sont des fonctions variables de ces quanr 
tités^ mais telles que les équations de condition {briY" aient lieu. IJl 
£iut cependant ^remarquer que^ quoiqu'on ait^ dans le dernier cas^ 
deux équations pour déterminer les fonctions^ et 4> ^ nature de 
ces équations est telle qu'on ne peut en déterminer qu^une seule , 
et que l'antre reste une fonction arbitraire de la première. En efifet , 
éoit 4 == ^^9 6^ désignant par â une fonction arbitraire ; on aura 









et substituant ces valeurs dans .les deux équations de condition {bny"^ 
ces équations se réduiront à une seule: . • . .{briy^ 



O + Q • it) = •• 



Ainsi y réquation dérivée {bny aux différentielles partielles du 
premier ordre , considérée par rapport à la relation des variables 
x^jr tiZy équivaut à deux équations primitives : l'une contenant deux 
constantes arbitraires ^ et «>[. ; l'autre contenant une fonction arbitraire 
d'une fonction (f déterminée p^ l'équation de condition (bny\ 

Si l'on compare de même les équations différentielles du second 
ordre (6^.) à trois variables y et en général les équations d'un ordre 
quelconque de différentielles et d'un ordre quelconque d'indétermi- 
nation , on obUendra des résultats semblables ^ qui^ pris 'dans leur 
4msembie ', forment l^s lois de La corriélatio]v des équations dif«- 
férentielles. -^ Nous présenterons ailleurs ces lois sous une forme 
générale. 

Venons^ en troisième et dernjier lieu , kla ri^solution des.équa** 
tions différentielles . -^ Nous avons vii que cette partie de la théorie 
générale des équations^ consiste à subordonner les équatio^is ou les 

i8 
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valeurs de leurs inconnues , aux lob Soni^meoiales des BranebeS' 
respectives de la constitution algorithmique, auw^ellet se rapportent 
les équations. Ainsi, la résolution des équations différentieDes se réduit 
à subordonner la relation de le»rs tarîftbl^r(*)*à ia loi fondam^n'^ 
taie (c) de la théorie générale des difEerences , et spécialement à 
la loi fbnflaméntalc' (T) de la théorie gt^ral'e éas difiEereÀtîfâles y 
c^est-a-dire qù'étlté se rédtiît k détemnoer , au moyen de cette ioi 
fondamentale ; les équations primilires qui expriment la relation^ 
des variables , équivalante à la relation qa'exprrntrent les équations 
dîfFérentîelles proposées. ' 

Mais cette suliordînalidà logrqtte^^ cette détetmlfcatioii des équa-^ 
lions primitives , n'est point ici aussi manifeste cfoe dans la résolu^ 
tion des équatrons d'équivalence ^ on la loi fondamentale de la théo- 
rie générale des équîvaîences , donnait immédiatement la valeur diss 
inconnues* de ces équations. '- * 

Reprenons d'abord la loi fondamentale (Q de la tbéorte générale 
des différentielles ,.<kns lecaadelWA'eiwvwscAe dfomlion, savoir^ 



- , 



et observons que ^.qiMMpe petteioi »e contienne ^'uoe seule va- 
riable, elle n-en est pas>«»oin9 le principe de rintégrf^tion des fonc- 
tions d'un nombre »^ielcoaicpie de vàriabUs. Eln effet^ les différentes 
variables <jui entrent dims une fonction algorithmique , ou sont, par 
elles-mêmes , des fbnctîcmsi£à^w}me<w d'une seule variable , ou d» 
moins elles peuvent étr^e considérées comme étant 4es fonctions m- 
déterminées d'une seule variable j et de cette manière ^ la loi fonda- 
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(*) Noasdiioni Ici subordonner Jm rtîdUon dês varîaUes, «t Don subotd^nmr 
Uurs vakurs, pWcp qut. cef variafelw ét«it nécemiFtnmH; iadétonainée»; J» 
détenninari^ de leur faleur*, qui en l'objet géairal de la'*éaoluttoi das oqoa- 
tions, »e réduit ici à la détermination de la relation de ce^ variable»^ de Ja 
relation qui forme les équatian3 ppmitiTc»^ et c'est pour cela, qu'on dit commu- 
ïiément intégrer les équations différentielles, et non les résoudre : cettq dernière 
déttominatiftn est cependant préftrable, comme étant plus générale^ et sur-toatt 
coBune afant «pe aîgaificatlcw plae adéqmate. 
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Hientale eù^ question y trouve toujour& sou appUcatiim. ^-* On peut 
donc rëeUeueiàt aubordonner, à,caUe loi^, les fonctians formant le% 
équations difierentîelles. 

Or^ p€ràr peu qu'on, evaimae la nature de la loi fondamentale 
4e«l il â^[it y 0a iterra. /cfos le pi9>oédé de cette subordîuatiott 
lo^oe , le diéoi^èaie génial et pkilesophîqoe de la résoluiioQ ok 
da rintë^Uâa4eiP ëquaHonfr^difieseiUi^lk^^ conaiis^s dausla décomr 
posiiûm dè$ &mctkiBs ^'e^l^f'^^'^ '^^ ^^^ Êicteors^ uP et/, teU 
que^ d'unei. party rintégration successive delà fonct^oi^ /, jusqu'à 
un ordre déterminé (a^ + '')> ^^^^ 'possible, et que | de Tautre 
part, la différentielle de la fonctioti i^,>qui multiplie Tintégrale de 
l'ordre immédiatement supérieuir (At«f-v-<f-i) de la fdnction /, 
«oit réduite à aëm par dea.ciccawU|Bice» dépeodautea des équations 
«Rfférentiellee proposées. < 

Pour ce qui concerne, en premier lieu^ la possibilité' de Tinté- 
cation successive de la fonction y, il est visible que cette fonction, 
poirr admetre . l^intégration ^ doit être de la nature des fonctions 
différentielles de variables indépendantes , par la raison que les 
différentes variables qui peuvent y entrer^ doivent toujours , pour le 
procédé tfaéorique en question , être considérées comme indépen- 
dantes dans rintégrattôn de cette fonction. — *» Mats , le caractère 
distinctif des fonctions différentienes de plusieurs variables îndé^ 
pendantes , cfdnsiste notoirement et évidemment^ par rapport au 
principe , dans Yactwdké de la loi des eoeflGkiens différentids ou 
ém fonctions dArîvées difféi^entidles , que nèoos' avons examinée plus 
haut tous la marqué (^/); et par rapport aux conséquences, dans 
Vaetnalité des résultats qui proviennent de la loi que nous venons 
de nommer. Ce sont ces r<»ultats qu'on appelle conditions (Tinté-^ 
^rabilité^ dont nous avons déjà parlé plus haut ; et par conséquent , 
c'est à ces conditions que doit satisfaire la fonction/ dont il est ques- 
tion.*— H faut cependant remarquer que la fonction/peut , dans cer- 
taines circonstauces , être une fonction déterminée d'une seule va- 
riable ; et qu'alors elle n'a bMesoin de satisfaire à aucune condition 
d'intégrabilité. 

La détermination des conditions d'intéorabilite appartient en- 
core à la Philosophie des Blathématiques , et^pécialement ii la Mé* 
taphysique de la théorie ^nérale des différences ; mais , ces coadir 
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tiens étant connnet généralement et se troirrant dédhiites ayee 
assez de métaphysique y nous nous sommes dispensés de nous en 
occuper dans cette Introduction. i 

Il faut encore remarquer y dans l'examen de la fonction f^ que 
les intégrales successives de cette fonction,' qui entrent dans l'ex-* 
pression de la loi fondamentale (/) de la théorie gtsnérale défi diffé- 
rentielles, contiennent nécessairement autant de constantes arbi- 
traires, qu'elles impliquent d'intégrations successives, 'c'est-4i*dire ^ 
qu'on ^••/. .. (^o) . • 

dx.ffx z=Lffx.dx -^^ A, 
dyf'.f^fxz:s^f{jfx.dx^A)âx-^B, 
dj?.pfx^f\f{:Jfx.dx + A)dx + B)dx^C^ 
etc.^ etc., 

A yB y Cy etc. étant des constantes arbitraires , mais identiques^ 
dans ces expressions de l'intégration successive de la fonction f. 

Pour ce qui concerne, en second lieu , la fonction F y qui est 
l'autre des deux facteurs F-^%fy dans lesquels les fonctions formant 
l'équation différentielle se trouvent décomposées , et HOmméanent 
pour ce qui concerne les circonstances qui doivent réduire à' zéro 
la différentielle de cette fonction jP, correspondante à l'intégrale de 
l'ordre (a^ + ^ + i) de la fonction / ^ c'est là proprement la 
partie essentielle du théorème général et philosophique de la 
résolution ou de l'intégration des équations difiërentielles. — • 
Nous aUons en donner une exposition suffisante pour pouvoir nous 
former une idée de la métaphysique de cette intégration; mais, 
pour simplifier cette exposition, nous nous contentetcms , sans 
nous arrêter à aucune considération ultérieure , d'examiner les équa- 
tions suivant l'ordre où elles se trouvent présentées dans l'article 
précédent , concernant leur corrélation , et de nous reporter aux 
explications que nous y avons flonnées. 

iSoît donc (i*.), entre deux variables jr ct^, Féquation différen- 
tielle du premier ordre {bjy 

». ». 

l.afonction d'équation 'i^, seule ou muItipEéè par une fonction %%s& 
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variables a:^/, et de la dérivée dififérentielle ^ , peut être considérée 

con^me composée de deux fiicteurs^ ^^^f^ formant deux fonctions 
de a: yjr , dx et 4^, savoir y 

Ainsi y en observant que la variable y est ici une fonction déter-« 
minée de jc ^ nous aurons y en vertu de la loi fondamentale (J) y en 
y supposant ft= i ^ l'égalité • • • • {bj)^ 



4- d^F (x,j, -£)'rAx,jr* àx, djr)-^ etc. ; 

et nous pourrons éliminer^ des fonctions JP et dFy les dérivées dif- 

férenlicdles ^ ^'^^ > ^^ mc^en de Tequation donnée (bjf et de 

sa différentielle. Or, si la fonction i^est telle que, par l'élimina- 
tion que nous venons d'indiquer, on ait identiquement • . . • (bj)^^ 

on aura l'égalité • • • . (bj)^ 

o = F(x,jr,^yjf(x,jj,da:,djr)^9(x,jr^^), 



i • 



qui contiendra une constante arbitraire ji provenant^ d'après (bo)y 
^e l'intégrale /]/( a:, j^, doc, dy). — Donç.cçtte égalité (A/)^ formera 
l'une des deux équations primitives, correspondantes respectivement 
à l'équation dérivée (jbjy qui est proposée. Pour avoir l'autre de ces 
équations primitives y qui est l'équation primitive singulière^ il suf- 
fira de considérer la quantité A comme une fonction des variables 
X eijTy et de déterminer cette dernière , lorsque cela sera possible y 
par l'équation de condition (bff . ' • ' 






o. 
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Si la fonction y*était une simple fonction de x^ ou 6i Ton yinlro-- 
dnisait^ au moyen de la fonction complémentaire H y des (HiTéren^ 
tielles d'ordres plus ëleyés des vtrisbles x et j, on pourrait prendre 
plus de termes dans Tégalitë fondamentale (fy*)/ ^^^' intégr^des suc- 
cessives ffj ffy etc. contiendraient alors plusieurs constantes 
arbitraires ; mais y dans la réunion des termes de cette égalité, ces ' 
constantes se détruiraient réoîproquement^ et il n'en resterait qu'une 
seule. — En général , on peut modifier , de différentes manières , 
cette xatégratîoù des: éqtiafîons diffêrentlelles ; entre autres , on peut 
traiter séparément deux ou plusieurs termes des fbiïclioYis d'équation: 
nous ne nous attachons ici qu'au procédé le plus simple. 

Soît (à*.) , entre deux variables x eij ^ Téquatfon différenticire 
du second or^re {hky^ 

Q= *(a:,7^, dx, djr, d^x, dy\ 
Faisons 

S étant une fimcâon des variables ^>J^> et des dérivées difXeren- 
^^^^ ^ * d^ ' ®^ >^<^^>^ aurons , es vertu de la. loi fomlamentale (/)^ 
en y supposant /et =s: 2 ^ l'égalité .... (M)^ 

+ 5 . J-i^(x,^,^, ^)./tf(pc,r» dx, rfr, d'x, dy) - 
*— etc., etc. 
Or j H l'on avait l'équatien, » • • (b^)^ 

Oz::zF(x,y^^^^yflfCx,jr,dx,djr,d^Xydy), 

et si Ton en prenait Féquation* différentielle qui contiendrait les 
dérivées ^,^ ^^ ^9 on pourrait^ éUmiMV^ des fonctions F 
et dF de Tégalité (M)^^ les dérivées différentielles qiie nous venons 
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d'iodiquer» an moyen de réquatioadifréreiiii«lle 40EUM(^i)*%4Q 
sa différentielle , et de ia diffërentiipUe de l'équation hypothé- 
tique (ik)^,. ^Maîs , .81 la fotiction F est tdle que , par cette élimi- 
iiation.9 la .différ^OLXidie^ 4F deyienne iden|iqpemeiil %étQf l'é^pia^ 
tien hypothétique, (bi)^ aura Iku réellement^ «t aéra Téq^atm» 
{^rimitiye générale sous h^ ibrme (M:X,/.< 

0=x«(â?i^,^,5), 

A t\. B étant deu^^constantes arbitraires piroTOnant ^ d'apjcç.s. {bo) , 
de l'intégrale f^f. — • Pour avoir Téqualion primitive singulière , 
il faut considéi^r u^ ei £ comme fonction des variablea xetjr, 
et les déterminer^ |orsque cela est possible y au mpyen des équa- 
tions de condition (bk)'' y savoir , P=o et Qssco. ..^ 

On parviendrait, de la même manière , aux équattons primitives 
des équ^ions âillerentiéllea.4'un ordre ^elconque ^ entre deux 
variables. 

Soient (3*.^ entre trois variables x^ et 2 , deipt éqnalioi^s diffé- 
rentielles du premier ordrje (blf^' 

. ./ / ^ 1 . 

cz=i'1r,{XyjryZ,^ydy,dz), ossi*,(x,jr,Zy dx,dj,dz). 

Faisons 

S,.*^(x,jr,Zy(L^djr;dz) = F,(xyf,Z,-£^ 

Si et S, étanf'deux fonctions des variables x^jr^ z et4es rapports 

différentiels ^ , t~. Ainsi j en observant que jr et « sont ici des 

fonctions déterminéiss de x^ bous aurons y «n Tertu ,de la loi fon- 
damentale (Z) , en y si^pposant jEt= i , les deux égalités .... (*/)^ 

o:sxF,(x,jry Zy £i ^)-//(jt:,^, Zydxy djydz) — 

— dF, (Xyjr^ Zy ^, ^^rMX^Jj Zy dXy ^, dz) + CtC. , 

o = F.(a:,^, Z , £ , j;j).#, (or, j, z., ^x, ^, <fc) — 
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el nous pourrons éliminer, des fonctions F, ^ Fétide leurs différen* . 

tielles dF, et dF^ , les quantités ^ et £-, au moyen des deux équa- 
tions différentielles proposées (biy^* Or, si les fonctions F^ et F^ 
sont telles que , par cette élimination , leurs différentielles dF^ et 
dF^ deviennent identiquement chacune égales à zéro , on aura im* 
médiatement les deux équations .... (bl)^^ 

O = F,(x,jr, », £ , j^.JTii^yJy ^f ^3 ^ff ^^) > 

o = F,(x,jr, Zy^,^.ff,(x,jr, z, dxy djTy dz); 
c'est-à«-dire« 

% 

At et ^ft étant deux constantes arbitraires provenant , d'après {bo) , 
des deux intégrales //i et ff^4 — Ainsi, les deux équations (bt)^^ 
formeront le premier système de deux équations {)rimLtives , cor-* 
respondÀUt aux deux équations différentielles données (bVf. Pour 
avoir le second système , Il faut considérer les quantités A^ et A^ 
comme deux fonctions variables, et les déterminer, lorsque cela est 
possible, au moyen des deux équations d^ condition (£//' 

Soit encore (5*.), entre trois variables Xyjr et z, Téquation diffé-» 
rentielle du premier ordre (£i)'^ 

o = (or,^, z, <ir, <^, <fc), 

dans laquelle la fonction d'équation ne satis£sdt pas aux conditions 
d'intégrabilité. — Ffiisons 

s . &(x ,jr, z,dxydjr, dz) =ra F^x,/, iy£f £) •/(* ,7, a, <i», ^, <&) , 

S étant toujours une fonction des variables o:^^, z et des rapports dif- 
férentiels £, ^£-. Ainsi , en observant que les quantités^- etz sont 

ici nécessairemeiit de$ fonctions déterminées de x , on aura , en 

vertu 



.:\ 



-^::<<=^ 
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vertu de la loi fondamental (/) , en y faisant ftsss i ^ Tégalitë {bl)^/^ 

/ dv dz\ 

0=z F[x ,jr, z, g, ^yjjr (a:,^, «> dx, djr, dz) — • 

— ''^(^> J*» «* È'^ 5ï)'/'A^>r» «> <^,^, <fe) + etc. ; 

et Ton pourra ëliminer » des fonctions jP et </F, le rapport dîfféren- 
tiel ^, «a moyen de l'équation différentielle proposée (*/)*\ Or, 

61 la fonction F est telle , que par cçUe élimination y la fonction 
différentieHe* dP tië contienne plus la quantité ^ , on aura 

W 

#t Msant..*. (&/)i« 

t^égafité C^Q^s^ réduirai à celle-ci. . • . {bî)^ 

o t±: P(xyf, «; ^, ^'jyixjjr, z, dx, djr, dz), 

il**' 

I 

Mais en ^retïanl / éùivaift les procédés précédens , Téquation prtmi- 
tîye de Féquattoa dififerenliette (^/),t du second ordre y entre deux 
variables • on mura une éauatîoii de la fitame . • ..(bt)^. 



à =*:•* C*,/> ^, -^) 



pour cette équation primitive y ji eiB étant deux coi]istantes arbi- 
traires; et Ton aura ^ de plus^ une équation . • . /(^Qvn 



. 5 



'^{''yyy^y'^)^ 



formant y par rapport à l'équation primitive (^/)v, y Téquatioti dérivée 
différentielle du premier ordre y A étant l'une des deux constantes 
arbitraires de l'équation primitive* (â/)vi. — Ainsi ^ en éliminant en 
outre ^ de la fonction i^ contenue àeatÈâ Pégalilé {bl)^y\Q rapport 

différentiel ^» au mo^n de RsquAtioii ((/]kii >4^^gdM don- 



'9 
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nera l'équation (i/)»ni 

» 

qui contiendra deux constantes arbitraires A eX C provenant , la 
première de Téquation (i/)v,, , et i^ seconde^ de l'intégrale. jÇ^. — 
Si Ton voulait que les deux constantes A eX C fussent contenues^ 
toutes les deux^ dans la fonction^ de cette dernière; éq^uiti^n^ ilfbu^ 
drait^ au moyen de la fonction auxiliaire H^. introduire^ dans le fac- 

teucy de Fégalité CiO///> ^^^ rapports difTérentieJs ^ ^^55* ^^ qu'on 

peut faire aussi dans les. autres cas de ces intég[rations. — Or^ Téquan , 
tion iht)yrxx et réquation {hV)yty donneront le sysitème de deux équa*^ 
tions (*/),, .... 

contenant trois constantes arbitraires A^^ A^eX B; et ce sera lèpre— 
mier système de deux équations primitives y correspondant à l'équa- 
tion différentielle proposée (W)"'." -^ Pour déterminer le second 
système , il faut considérer les quantités A^j A^ et B comme des 
fonctions variables , ^t les. déterminer au moyen des équations de 
condition (A//' 

qui donnent A^ et A^ en fonctions de B et de sa dérivée différen— 
tiellé'y et laissent B une fonction arbitraire y ainsi que nous l'avons^ 
vu plus haut. • - * . ' 

Soit (5*.), entre trois variables^ l'équation différentielle du pre- 
mier ordre (bmf 

qui satisfait aux conditions d^ntégrabîlité. Ainsi ^ la relation de» 
variables x ^y^ eiz est ici du secoAd ordre d'indétermdiàtion ; et les 
quantités jr et i5 ne sauraîenf être traitées comme fdnctioms àe x y 
qu'autant que l'on considère ^ conmie upe fonction indéterminée A^ 
X. Faisons donc encore 
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etc. 



s ^lant une fooetion des variables oc ^ y ^ z et des rapports diflFé- 

^entiels iodétenninés t* » ^ > ^^ observant que Us quantités j* et z 

soaty sinon des fonctions déterminées^ au moins des fonction^ 
indétenDÎnées de x , nous aurons , en veriu de la loi fondamen^ 
(ta^Ie (/) y en y faisant /Lt=si , réalité (àm\ 

O 5=^F(Jr^7, 2, £ , £)'ffQ>Cyjr,Zy dx, djr, dz) ~ 

Or 9 ptns<|ue la relation entre les quantités variables ^y j* et z^ est 
ici du secondordre d'indétermination y oii peut ^ sans porter atteinte 
à la généralité de leur relatioâ y établir y entre leurs accroissemens 
différentiels y une relation subsidiaire .... (l^^)„ 

0^'\{Xyjry^y dXydjrydz)y 

' * . ' 

pourvu que eçtte relation n'ait' de signification que pour les accrois* 
semens différentiels de ces variables. On pourra donc éliminer ^ 

des fonctions jPet dFy les quantités ^^^^y^^ moyen de Féqua^ 

lion différentielle proposée (^m)^ et de la relation subsidiaire (bm\. 
Ainsi ^ lorsque la fonction F est telle que , par l'élimination que 
nous venons d'ipdiquer , cette fojiction devient identiquement zéro , 
on aura immédiatement l'équation primitive. . . • (P^),„ 

■y 

qui contieuidrà une constante ' arbitraire ^provenant deTinté* 
graleff. , 

Soit encore (5*.) » entre trois variables ,r , ^ et z , Téquation aux 
difiërentielles parti^U^^ (^^T 



Faisons 



*('-/. '.(è).(i)> 
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X /(x,^, », (J), (^), <fa, 4r, &) , 

■ f ' 

H ctanl une fonction Ae Xy jr y z, Çj') * vTj > ^«^c , <(^ et dz. Ain&i^ 

en observant que les quantités j et z peuvent encore être consi- 
dérées comme des fonctions indéterminées de .r, nous aurons , 
en vertu de la loi fondamentale (/), en y faisant ;it=i , Tégalité (bn)^ 

o=i^^,^,3,(g),(|)).//(x^,2,(g),(|),.ir,rfj,i»)-. 

Or , puisque la relation entre les quantités variables Xyf et z ^ 
est ici du second ordre d'indétermination y et puisque de plus y pour 
la possibilité de l'équation proposée aux différentielles partielles^ 
la relation entre les accroissemens différentiels du premier ordre de 
ces variables est essentiellement indéterminée, on peut au moins, 
dans la dernière égalité (hn)^y établir, entre \& accroissemens diffé<- 
rentiels du second ordre des variables oiyjr e\ z y une relation subp- 
sidiaire déterminée • • . . {hn)^, 

O = S* {'^yj^ ^9 ^> ^9 ^^ 9 ^*^y ^J'y ^^)* 

On pourra donc éliminer, des fonctions^*,-? et dFy les quantités 

• • • . " • 

au moyen de l'équation proposée (*w)% et de ses deux différentielles 
partielles , et au moyen de l'équation subsidiaire (&î)^,, et de son 
intégrale première qui contiendra une constante arbitraire. Or , sî 
la fonction F est telle , que par cette élimination , la fonction dif- 
férentielle </^ devienne identiquement zéro, régalité(A»), donnera 
l'équation .... (l^n)^^^ 

qui contiendra deux constantes arlûlraires , ïnne A provenant d« 



J 
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riutégrale//, Faulrc B provenaul de rintégrale première de Téqua- 
tion subsidiaire (bh),^ ; et ce sera l'une des deux ëquatians primitives 
qui , considérées ^ar rapport à la relation des variables Xy jr et 5 , 
équivalent à l'équation proposée aux différentielles partielles. — Pour 
a^oir l'autre de ces équations primiiivefs^ qui doit contenir uneoons- 
tante arbitraire d'une fonction déterminée, il suffit de considéreiUa 
quantité A conmie étant celte dernière fonction ^ et la quantité B 
comme une fonction arbitraire 6 de ^3 et de déterminer la fonction 
A ai) moyen de l'équation dé condition (My. 






o. 



Procédant toujours de cette manière, dans Tapplication de la lot 
fondamentale (/) d^ la théorie générale des différentielles ^ on 
obtiendra y dans tous les cas , la résolution ou l'intégration des 
équations différentielles ; et cette intégration se trouvera ainsi rame- 
née ^ un seul principe. — « Nous croyons en avoir dit assez pour 
présenter une idée exacte de cette intégration générale des équa- 
tions différentielles y ou de ta subordination logique de ces équations 
à la loi unique et fondamentale et toute la théorie des différentielles. 

C'est là le vrai principe de toutes les intégrations en question ; 
et Ton comprendra £aicilement que les différentes méthodes qui ont 
été trouvées pour l'intégration des équations différentielles, ne sont 
que ,des procédés indirects et artificiels, dont la possibilité repose 
nécessairement sur le principe d'intégration que nous venons d'ex- 
poser. — Il est satis doute superflu de faire remarquer qu'il appar- 
tient à TAlgorithmie elle-même de ramener, à ce principe, toutes 
les intégi^alions des équations différentielles , faîtes et à faire, c'est- 
2l-dire , d'appliquer ce principe : il n'appartenait à la Philosophie 
des Mathématiques que de donner le principe. 

Avant de quitter la théorie des équations de différences et de 
différentielles, nous devons répéter que tout ce que nous avons dit 
sur les équations différentielles , peut être étendu immédiatement , 
par une simple itiduction, aut équations de différences^ sans autre 
considération que celle relative à la nature des constantes arbi- 
traires. — Ces quantités arbitraires sont, dans le calcul des diffé* 
reuces.^ des fonctions qui , quoique variables en général , restent 
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constantes pour les difiërens accroîssemeni des variables indépen^ 
daates. 

• Pour ce qui concerne la troisième In-anche, là théokie ds$ 
"ÉQUATIONS DE GRADES, lout ce que nous avons dit concernant la 
théorie des équations de différences et de différentielles , peut être 
appliqué, à la lettre, à la théorie des équations de grades et de gra- 
dules. Ainsi, nous pouvons nous dispenser ici d'examiner cette théorie. 
- Procédons donc à la quatrième et dernière branche de la théorie 
de la comparaison algorithmique, à la théorie des EQUATioif s de 
coNORUENCE. — Or ^ CQ cxamioaut les principes de la théorie des 
nombres, nous avons reconnu que si l'on a l'agrégat général 

et 81 n^ et n^ sont deux quelconques parmi les quantités «,, n.; 
rii , etc. , les fonctions alephs d'un degré quelconque des agrégats 
respectifs (IV^ — «p) et (JV^ — «,), lesquelles forment les principes 

des Jacteurs des nombre^, sont identiques vdans leur génération et 
donnent, par là, la relation générale de congruence (F), 

C'est cette relation qui forme le schéma des équations de con- 
gruence ; la différence (n^ — /i^) étant leur module respectif. — 
Ainsi, la théorie de ces équations a évidemment pour objet gé- 
néral les élémens de la congruence ^ c'est-à-dire, les quantités rti , 
n^y n^y etc., auxquelles nous donnerons cette dénonûnation.. C'est 
du moins à quoi doit se réduire, en .dernier principe, l'objet génér 
rai de cette théorie^ 

Mais, il faut observer que, parla raison même que la théorie 
en question a lieu , les équations de congruence ne se présentent 
point sous la forme élémentaire et philosophique (F) , sous laquelle 
nous avons reconnu la possibilité de. ces équations: les deux 
membres de Téquation de congruence , ainsi que le module, peuvent 
être des quantités algorithmiques d'une forme quelconque , suivant 
le schéma indéterminé. .•• .•(^) 

F, (^, By Cy etc.) s F^ (^, By Cy etc.), (mod.s=/(^, By Cy etc.)) , 

♦ 
F^y F^ et y étant trois fonctions quelconques des quantités A y 
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By Cy etc. — Or, c'est dans la relation des quantités F^y F^ ^^fy 
avec les élément de cette congruence, que consiste proprement 
l'objet de la théorie des équations de congruence; ou du moins, 
c'est à cette relation que doit se réduire, en dernier principe, 
l'objet de la. théorie dont il s'agit ) 

Pour ce qui concerne, en premier lieu, la classification des 
équations de congruence^ il est clair, suivant Texposilioa précé^ 
dente, que le principe de leur spécification est celui de la* fonhe 
des fonctions jP, , F^ elf. Ainsi, en observant que la forme com- 
parante 4le' ces fonctions consisté nécessairement dans le dévelop-n 
pement par sommation, pareil à celui qui constitue les fboctioos 
de$ équations d'équivalence , et cela par la raison que le degré do 
ce développement indique , à-la-fois, le nombre des tînmes do 
sommation et le noBibre des facteurs de graduation , on. verra fa^ 
cilemept ,- sans qu'il soit hesoin ..d'explication ultérieure , que la 
classification des équations de congruence a lieu suivant 1^ tableau 
que voi^i : . . 

I. Équations de congruence du premier ordre d'indétermination / 

^' étant la quantité indéterminée; 

* i...'., • . •• •« 

A. Premier degré , 

(o).-f-(0.^sCo%H-(x)*.Ç.'(mpAte[o]-h[i].Ç); 

B. Second degré,. 

(o). +co.^f+ (3).. e^^co). +(.)..? +(a)..e% \ 

.<.mod.= [o]-f[i].e^[a].^-); 

C. Troisième degré, 

(inod, = [o]+j:.3.e4-M.r + E5].f;; 

D. Quatrième degré, etc., etc.; 

IL Équ£tion^ de congruence du second ordre d'indéterminalion , ' 
^1 et 0, étant )es quantités indéterminées; 
Â. Premier d^[ré, 

(mad. 3= Co,o]-f-[i^].Ç. + [o,ï].^«); 
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B. Second degré , 

Co,o).H-(«,o)..e.-K<y,O.-Ç.+(3,o)..^r+(i,i)..?.0.H-(o,2)..ç;s 

(o,o).-Ki,o)..?.+(o,i),.e.-Ka,o)..^:-Ki,i)..Ç.?,+(o,a)..^:, 
(mod.=[o,a]+[i,o].e.+[o,i].Ç.+[a/)].gî4-[«,i].?.f.+[o,a].Ç:), 

C Troisième degrë , etc. , etc. ; 

in. Équations de congruence du troisièipe ordre d'indétenni- 
nation^ etc.,. etc.; x 

en dénotant par la comhinaifon des thiffiret comtenus daw l«s {mi« 
renthèses ( ). , ( *)« , et [ }, les diffefeos coefiicieiis de ces 
quantités. — • U nous reste seulement à ûbeenrep ^e la fonction 
qui forme le module de ces équations , n'est point . néoeisairement 
une fonction 4u même degré que celui . dis neinfares de la c«n- 
gruence : elle peut être du degré »éffO. v •.. 

Pour ce qui ctdiiceme, en second lieu, la coMPAHÂisofC des équa* 
lions de* congruence y il est égalei^ienl clair vqne le principe de 
leur corrélation ne peut être que d%na L'identité de lenrs modules^ 
Ainsi, sans entrer dans des explications détaillées, dont noua pou* 
vous nous dispenser ici, nous reauurqueroas que si Ton a réqun- 
tion de congruence 

A ^ By (mod. =:Af);v ^ 



^ -i 



on aura, en général,' peur toutes les équations identicfues , ^k 
schém». • • . (^) 



* *. 



Jj^aM^ B + fiMy (mod. =iM), 

€L et $ désignant deux nombres entiers pu rationnels quelconques,' 
positifs, négatifs ou ^ro.' De pîiis, si Tonra, par rapport à uù 
même module, différentes équations de coijignience 

^i ^ i7| , A^ ^ JB^ , ^s ^ S$ , etc. ; 



• ^ - 



on aura , pour Téquation générale de congruence dont elles ne 
sont que des cas particuliers, le schéma. • • -C^) 






les 
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les exposans et^y et^y ct^y*». et jS., /3., fis 9"^'^ étant des nombres 
entiers positifs^ et les coefficiens fl, , fl^, Xls , . « .. des nombres 
entiers ou rationnels quelconques, positifs, négatifs ou zéro. 

Les deux expressions schématiques (db) et (dey y dont la pre- 
inière repose sur Je principe logique de Vanalogicy et la seconde 
sur le principe logique de Xinductioriy forment l'ensemble des lois 
de là corrélation des équations de cougruence. 

Venons donc, en troisième et deroier lieu , à la résolution de 
ces équations. — C'est encore ici la partie principale dé la théorie 
des équations 4e congruence. £lle a pour objet la subordination 
logique de ces équations ou des valeurs de leurs indéterminées, 
k la loi fond«Eie«tale (Z>) de la théorie des nombres à laquelle se 
rapportent les équations de congruence. 

Pour découvrir cette subordination , commençons par développer 
davantage la nature des fonctions alephs qui entrent, comme parties 
constituantes, dans là loi fondamentale que nous venons de nommer. 
-^ Or en désignant, comme plus haut, par (/^f^O» ^^ somme 
des combinaisons des quantités /^i , /t», 13, . . ; n^ , prises de m à m, 

sans permutation , les expressions fondamentales de la géaéralioa 
consécutive des fonctions alephs , sont .... {d^)' , 

etc. , et ei]t général, .,.. (tUy 1 

„ ■ , • • - . 

en farmant toujours l'agrégat n, H-»a-f- /i| . . •4-^j,=5=^^« Ces ex- 
pressions, faciles à vérifier, soqt assez évidentes ppur n'avoir pçis 
besoin ici de déduction algorithmique. Nous nous contenterons donc 
de les mettre sous une forme plus générale, et arbitraire à cer- 
tains égards. *^ L'expression générale (dey donne la relation 
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n^ij étant une quantité arbitraire. Aînsî , en*' ajoutant cette re- 
lation d'égalité avec Texpressipu (de)' dont elle provient, on aur» 

Et procédant de la même manière , on obtiendra en général 
Terpression (^^Y^ 

^ii I 1 y ^jf \ 27 ^ji f 3y " * "^jf f i^ 1 étant des quantités arbitraires.: 

— Mais, revenons aur expressions |>rîmîtiTe8 et simples (de). 
Si l'on a Féquation d'équivalence du degré 4».«. (tif) * 

o = ^^ -+- ^.x 4- v^*a:*, . . + ^ti^9 

dont les racines soient les quantités Cr-rii»), (•—»»)> {"^^s)» ••v^ 
(— * 71^) y on aura , suivant la première (kh) des deux lois fonda* 

mentales de ia théorie générale des équivaiences y les valeurs 






et en géùéral 
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Aiàst^ en sobsUtuaat'««8 valeurs dans 1m expressions (de)^ on 
aura. ,. (dg) 



eto.y etc. 



I " ^ 



Ce sont ems e xpre ss îmia «pi eoàtwnncnt le princtpe tbéoriqise de 
i» dctemlilttti«« dies éléasen» des fonctions alepfas, 8««i»tr> de 

■ 

la détermination des (quantités /z. ^ n^^n^^ etc.^ lorsque les valeurs 
de ces fi^nctioD» sont connues ; en effi^l . connaissant ces dernières 
valeurs^ on pourra ^ par la moyen de ces expressions , déterminer 
]es coef&ciens ji^^ A^^ A^^ etc. de Téquation' d'équivalence {àf^y 
dont les racines, prises négativement j^ sont les élemens en question» 
^— Ce sont aussi ces expressioiis qui donnent le principe et Texpli- 
cation de la théorie des séries récurrentes : Qn voit actuellement que 
les difTérens t^mies de ces fériés eoBt les fioiietîioas- aiie]^ consé* 
^utives, ayant pour élémeas les racines , prises négativement, d'une 
équation dTéquîvaliencd dont tes coefficietis foroietit ce qu'on appelle 
V échelle de relation^ 

Nous BOUS irrréterons ici seulemisnt au cas partieulier et reniai^ 
4]uable de cett^e ctétermiQatiQ,n.djes éjém^jas d.e^ foactiQns al^pbs^ 
4)u les valeurs de t^us les degrés de ce§ fonctions sont ks mêmes. 
^— Soit m cette valeur identique des degrés eonsécuiâfs dLea.quaniitéf 
alepjbs, les' jexpressions (dg) donneront 

tn s=t A^ I .. tH 'f^ A^ ^ ^ , 



ett. , eUî. ; 
d'où Ton tire facii^meat k vftlrar .g^éowal^ A 



dh— fC 



m(m'^i)l^ \ 
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aura les racines qui.^ prises négativement , formeront les élément 
des fonctions alephs^ dont les ($ degrés consécutifs auront la même 
valeur /w. 

Lorsqu'il s'agit de déterminer, au moyen des expressions {dg) , 
les* élémens d'une fonction aleph d^un degré fi. , dont la valeur est 
donnée, sans que les valeurs des degrés inférieurs de cette fonc- 
tion soient données en même temps , on peut évidemment prendre , 
ponr ces dernières valeurs, on, ce qui revient an métne , pour 
les coeffici4Bns A^^^^^ A^ ^j ^^^' V^ ^^ dépendent, telles valeurs 

qu'on veut. II est évident, de plus, que, lorsque ces derniers 
coefficiens sont liés par quelques relations de condition, il faut que 
leurs valeurs soient prises de manière à satisfaire à ces conditions^ 
— C'est là te procédé subsidiaire de la résolution des équatrons 
de congruence ; résolution que nous allons exposer. 

Faisons en général 

les' chiffres enfemrés dans les parenthèses ( )^, ( \ et [ ], désr-* 
gnant les dîfférens coefficiens , comme plus haut à l'article de I» 
classification des équations de congruence. Soit maintenant Téqua-^ 
lion générale de congruence du degré i^ . . . {dK) 

•r 

(S). = (S). , (mod. = [E]). 

w 

Il s'agit de déterminer l'expression algorithmique générale dé la 
quantité indéterminée , de manière à la soumettre à des condi- 
tions données, et spécialement, pour la théorie des nombres, à 
la condition d'être nn nombre entier ou au moins un non>bre ra- 
tionnel. C'est là l'objet strictement dit de la resolution des équa- 
• rions de congruence ; en effet , suivant ce qui précède , l'objet 
. général d^ la théorie de ces équations -, consiste d^us la relation 
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des membres de la congruence avec les ëlémens des fonctions 
alephs qui forment ces membres, et la valeur ou les parties com- 
posantes j de la Yaleur de ces fonctions, sont liées immédiatement 
à la nature de leurs élémens ^ de manière que la détermination 
de ces parties de la valeur des quantités alephs en question , revient 
ici à la détermination de la relation des membres de' la congruence 
avec leurs élémens. Aussi, est-ce sur celte liaison immédiate que 
se trouve fondée la résolution générale des équations dç congruence^ 
ainsi que nous allons le voir. 

Suivant l'expression (db), réqnation de coiîgruence proposée (dh) 
est identique avec toutes celles de la forme. . . . (di) 

I 

(S).+-(0.-[S]^(S). + (O..CS],(mod.^,[S]), . 



;(Q, et (Ç)a étant deux quantités arbitraires que noas n'introduisons 
ici que pour généraliser la forme des^ expressions. Or soient; . . (dj) 






les fonctions alêpbs contenant le principe. de cette congruence; et 
soient de plus . . . (dk) 



.1'— i 



.«— 1 



o =î= P, H- P,a: -h P.a?*H- P^. .. ^P .œ' 

lardeux équations d^équîvalence ayant pour racines les élétnens, 
pris négativement , des fonctions respectives Vi]^N — w, ]* et 

ME^V^— 'ij'". -^ Ce sont les racines de ces" équation» qu'il feut 

déterminer en premier lieu. 
Pour y parvenir, observons d'abord que 

n, et »| étant deux quantités différentes^ et /i^ n.^ 713,. • . »jh— a ^^^ 
quantité]^ identiques dans ces deux fonctions. Ainsi ^ les racines 
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respectives des deux équations (dk) sont 

(— «0> C— "0» C— «O»"- C— »*— a)» (—»«); 

et Cé sont ces quantités qu'il s'agit de déterminer. -<- Or , suirant 
la première (hh) des deux lois de la diéorie générale des équi'» 
Yatencetf, nous avons 






et par Oonséqueiit C'^f **- '';,)^ =î Ç<»_a *— -P«i_a î ** sufvani la loi 
fomfaiiieiilal^ (I>) de k ihâudo tk* Aosibreft^ nous avons ^ pour 
VéquaÀiùa àa cotignsBce en y eoik i i (eii) ^ k j^rincipa 

et par conséquent ('/(^•^it,)s£[!S}. Dtoieic^ Ut retatiott d égalité. . . (dt) 



forme une des conditions qui lient les coef&ciens P et Q des deux 
équations (dk). Dv plus^ puisque eef deux ëqsatMos- ont , en 
commun, les (o> — a) racines (— /i,) , (— n^) , (— n,), . . . ( — /i^—a) , 

il faut y suivant les lois générales (aj) de la corrdafîon des équa- 
tions d'équivalence, q^e Iw cofffîciens F eL Q satisfassent in» 
conditions. 



ou bien ^ en éliminant, entre ces deux égalités, la qiuantité indé-* 
terminée n. , il faut que les coefficienS i' et Q des équations (dk) 

satisfàssetit ii fa relâlfôil d'ég^alîfé^ qur résutle àe celte éKknination ; 
relation qui donnera la condition. «• (dm) 



0»/(iVyP.,F,^.,,p^,_^j ^r, ^rr<?o--Ç«--J^ 
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f dénotant la fonctiem d egaiîié c<>nnMp0iM)ÉiHe/ Enfî» > en réquif'»^ 
V 8ant les expressions {df) et(^), on aura de plus ^ pour la déter- 
mination des coefficiens P et <^ , . led éeux condkioss 

+ <?^4.K[i\^«-/ïp]-'-etc., {do) 

dans lesquelles les quantités K[^|^ — »^«3"'^ > K[^»'~'*f]*^% «te- 
et K[^û, — n^^^y i<[-^» — ^fT'^y ^^^- seront exprimées, par les 
formules (%), au moyen des coefïîtîens P et Q en question. -^11 è'in-* 
suit que les :2(â»— i) coefficîens fndëtermtaés jP et (> des é^puttiottf 
{dk)y devront satis&ire aux quatre t oad y ti ons (tU)^ C^^)^ '4^) 
et {d6)\ et c'est làvla seule détermination que donne, pour ces 
coefBciens , la question théorique qui i}Ous occupe. II restera 
doné ^Êê *-* 3) coefiSiciens indéterminés parmi les ^^-^x) coeiH^ 
ciens des équations d'équimlence {àii) dont il est question. 

iUasi, le» racines 4e -ces équation k, qui, jMrises négativemeiit ,, 
seront 

^^. 

^il ^%9 n%y 



9 ^hy ^Zy 



^^•^'^y ^P9 



• • • 



n 



y ^^9 



se trouveront exprimées en fonctions des quantités (S), ^ (J^)^i' 
[3] et des ^ûi — 5) quantités indéterminées P et Q. — On aura 
donc, en fonctions de ces quantités, tes élémens de f équation de 
congrueuce- ^dh) ou (di) qui est proposée. 

Or, en prenant, parmi ces élémens^ les quantités n^, n^^ /i^y 
^* • • ^»— a > ^f ^^ ^f y ^^ forment l'agrégat que nous désigtione 
par N^ , nous pourrons avoir les fonctions alephs Composées de 
cet agrégat, savoir, les fonctions V^^y K[-^JS y^i^^> etç-^ 
De plui» , puisqi^», «tvî'nant.Ja k>t foiylaim;ntale (Z>) de lajbépri^ 
des nombres , le principe de leq^atioa de congrue^ee {dK^ , ^e 
ift^iis avoos déjà allégué cir*de6Stts, est 



V — 
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où Çn^-r-Tip) =:[S], nous aurons la relation d'égalité . . . -(dp) 

[s].K[i\^.]— = (s).-(s);H-((0.-(0.)-es], 

(^)pel (Oa étant les quantités arbitraires que nous avons intro- 
duites dans Texpression Çdi). 

Mais, cette dernière égalité (dp) n'est encore .qu'une rdation 
d'identité y dans Té ta t où elle se trouve jusqu'ici: il reste à fixer ^ 
dans cette égalité , la valeur de ^. — Pour cela, observons que, 
parmi les élémens de congruence n, , n. , n^y etc. , il doit s'en 
trouver au moins un qui soit ua nombre entier ou un nombre ra«- 
tionnel^ pour que les deux membres de la congruence K [-^«-*-^/»]" 
et .K[-^# — ^lYy ^t lô facteur complémentaire KCiV^]'"""', soient 
toua des «ombres entiers ou des nombres rationnels. Soit donc j 
ce. nombre entier ou da moina rationnel ; et faisons . , . . Çdq) 

« 
n^ étant un des élémens de congruence n^y n^j h^, etc. Ainsi 

puisque , par la détermination pr^édente de ces éléiffens , la quan^ 
tité n est nécessairement une fonction de et des 3(1» ~- 5) quan- 
tités indéterminées jP et Q , on pourra tirer, de l'équation (dq) , 
une expression de ç . . . . {dr) ' * 

Ç = (7, ^, <?}, 

dans laquelle {/, P, Q} sera une fonction du nombre y et des 
d(ûi-*- 3) quantités indéterminées P et Q. De plus puisque, en 
substituant cette expression de ^ dans le facteur complémentaire 
K[iV^Q;]*""* qui entre dans l'égalité {dp) , cette égalité cessera d'être 

une simple irelation d'identité, sans que la valeur de ^ cesse d'étré 
indéterminée , le nombre j que nous avons introduit dans l'ex- 
pression précédente de ^, pouvant être considéré, à cause des 
quantités indéterminées ^ et Q , comme ayant une forme quel- 
conque de génération , sera évidemment un noittbre arbitraire. 

Il suffira donc dfi donner , aux quantités indéterminées i' et Q, 
une détermination telle que l'expression (dt*) de ^, et le facteur 
complémentaire K[iV^ ]'"'"> satisÊissent à d^ conditions pi^oposées, 

et 
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et spécialement 9 pour la théorie des nombres^ à la coôditicm 
detre des nombres entiers ou du moins des nombres rationnels; 
et l'on aura^ pour la quantité dont il est question^ une expres- 
sion en fonction du nombre arbitraire j^ expression qui formera la 
solution de Téquation. — ^ Si Ton veut^ on peut donner^ aux Quan- 
tités indéterminées P et Qy une détermination telle ^ que plusieurs 
des élémens de congruerïce n,, n^j n^, etc.^ ou même tous^ soient 
des nombres entiers ou* des nombres rationnels ; et dans le cas où 
tous les élémens reçoivent cette détermination , il est inutile de £dre 
attention au facteur complémentaire itlNJ\'*^^ qui deviendra évi-* 

demment^ par lui-même, un nombre entier ou un nombre ration- 
nel. — On pourrait aussi introduire plusieurs nombres arbitraires 
jy j\ fy etc., en formant plusieurs équations analogues à l'équation 
^nokarquée {d(f)y et en établissant, entre les quantités indéterminées 
P et Q , l^s relations de condition requises pour que les valeurs 
de %y données par ces équations, soient identiques : nous n'avons 
exposé que le procédé théorique fondamental et le plus simple^ 
qu'on peut modifier de différentes manières. 

Pour ce qui concerne les équations de congruence iiW ordres 
pins élevés d Indéterminatiçn , c'^sV-à-dire , les équations de con- 
gruence qui contiennent plusieurs indéterminées inconnues ^, , ^^ y 
^ , etc. , il faut évidemment , pour .la possibilité de la détermina-? 
tion de ces inconnues^ avoir autant d'équations de congruence 
données , qu'il y a de ces inconnues. Alors , suivant le procédé 
que nous venons d'exposer, on parviendra à autant de relations 
d'égalité , semblables à celle marquée {dp) , qu'il y a d'inconnues 
$1 9 ^«> ^s 9 ^^^' y ^^ ^^ pourra , au moyen des élémene de ces re« 
tations, obtenir, pour ces inconnues, des expressions qui, éli- 
minées entre elles et déterminées convenablement > donneront^ 
comme ci-dessus^ la sdiution des équations de congruence pro- 
posées. 

Telle est doue la résolution générale des équations de congrueinte,' 
subordonnée , cpnmie cela doit être , à la loi fondamentale de la 
théorie des nondires. Cette résolution, comme celles des équationa 
d'équivalence, de différences, et de grades, se trouve 4onc ramenée 
à un seul principe. ^-* On voit actuellement queUe est la nature 
des fiijodbres arbitrairea qui entiient ilans let expressions des in-** 
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fconnMS indéterminées des équalîoâs de ccmgrnenée^ mk yàh, â^ 
|)]us 5 ^tie la i^eMtotk^n de <M6 ^tftioflK «e >réduit à la 4léteraiî-* 
iiMitf h )c«w?edtfl]lle ^d^ deeÉdieM l' M; ^ 'dès «qutttious d'équka-* 
ittiite (dk)-^ éént les 'raciaeis> |lrib(â» WgalîtetaeM ^ 'forment lés 
-élémeas 4e la ^oogmeiice. «*• C'c«t k 'rA^gMithmie ^'appartient 
«étte 4ét^min«ttkki des côHfficiétis F et ^ ea question : il n'ap^ 
^lërtetail à ta l^bil^ëbpliîe 'des Mathélnliliqtie'S^ que de donner le 
pHnctpè âxi le ]fësofoli<m'âôJËt'â*^git;^<cMle'faêb^^ntious^^^ 

de la remplit*. 

Nous terrain^btis cet artîcle-donecillant ïa théorie des équations 
*de congru^nce^ crn âiontltitit la 'dépendance logtqnc dans laquelle 
»e ti^ouve, par^rttppôrfà kt'ldi fonfdâmentaledè k-tiféopie desnom^^ 
bres^ le procédé itldirëct <}(i'on a employé ^pour la résolution de 
tîes équàtions^'et <p.û , Ipar ta>liaîéon «intime > quoique élbij^ée , avec 
le principe de cette t-éi^otofion^ ^pôu^râit éû^e^A^nduli larésolution 
3es éqnations^dè oongrttenîtîe de -tons telB d^gY^. '--» Getfe déduction 
algoritlimique ^nouis 'feisisera entrevoir^ 'eu'nàénie ttfmps , la dépen- 
dance dans laquelle doiV^Ëtlt sis frOUfVer, par rapport à la même 
loi fondameUlsde, 'tous 'lés procédés indirects et tous les 'principes 
Secondaires^ qu'on a employés et'qu^on pourra employer dans la 
théorie des nombres. 

* Soient A^By C^ ete. des quantités algorithmiques formées ati 
moyen des quantités qttelconquesa.yii.,^?,^ tète. ,•]&,, i^,^,, etc., c», 
r,, r,, iBtc. , etc., de la manière suivante . . . (tfc) 

II 

etc., etc. 

' Or, potnr peu qti\m eximine la fbrmâtion de €es «fuântiiés , on 
toit l'analogie qu'elle a afvéc la formation des fonctions aiepbs, et 
on' efct* porté k eroîre «pesé ces -quantités doivent dépendre , de quel- 
le manièfre, ttestfonetioM âîepfas ; composées des quantités a, i', 
10 y d, etc. II en est ainsi efTectivement , comfne nous le montre- 
fMè^ki, au «loios potir le cas le plus am^ile. Mais ce qu'il y sk 



\ 
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de («râcdier dans ce^ quauÉLitéé^ ex«t qu ^r^nl^ llfÎM^ air^e Vt^liel^ 
de relation formée de deux systèmes a el k, «U^^ lQiy:nÎ9SeQb wA 
mojrea iadifect, mais coa^tm/^Ae^ poui; U résotutîou des équa^vus 
de coDgruenc^ du premier d^^é; et pa^ coi|&é<|ueQA^ yy. leuf 
liaison intime avec le principe de la résolution générale ^ que ces 
quantités^ en les prenanli ft¥e<- dies écheUes^ de relation formées 
de plusieurs . systèmes a, .by Cy d^ ^t^.*^, fourniraient des moyeps 
pareils pour Ta résolution des équatîons de congruence de tous les 
degrés. -— > C'est ^ ^omme, nous l'aivons, d^ik ait y çeUç pai:ticu(laritë 
jqui nous détenpine à npus arrêter un instant ^ ces quantités: 
nous leur . donoerpus ^n géaéi^al. le nqm de médiateurs , qu*oâ à 
employé récemment pour un de leurs cas particuJliers ; . e.t poi}S 
nommerons hiises les quantités a^^a^yO^^ etc. y h^y b'^y B^y etc. y etc. , 
qui entrent dans U fan^Ati^^Qt des p(^dkl,iiur^ 4 j B,y Cy etc. 

Le cas le plusif^ple des médiateurs^ est évi4pHiment celui çv 
les diCTérens systèmjes de quantités Cy dyCy^ etc. sout zéro^ et OÙL 
i^^s=;£.r= &3=s:etç. = I i c*est \^ cas que nous allons examin^r^ 
•-^ Voici ^ d'a)>ord| la uotatiçn ^ue nous em|iloLerQas » • . {dt^ 

[«/.+]» = «^+1 • C'*^ +]• + ' » . . • • 

etc., etc.; 

notation qui , vu Forigine de ces <|u^nti tés , leur couTÎeint k miçin;, 
'Le signe -4^ que nous mettons après ripdiç? ji ^ i|iar<mp Wifi. )^9 

bases a^y ^>i+ii ^^+?i ^*^- ^^^ pWws d^ng l'Qrdi:Q wççt y«ar 

jformer ka médiateiirs : dans le cas qomtraire y il jEhut maître I« 
signe — • . On aurait ainsi , par exewple^ 

Lorsque Pordre de la progression des biMs est tofujoun direct , 
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ou p€ul négliger le signe place apr«6 i'iadice^ et écrire simpiemenf 

WoWo[«>, etc. - .^^ 

Or^ en partant de la formation (dt) de$ quantités en question ^ 
on en déduit Êicilement^ d^abord Fégalité, . /. . {dij 

et an moyen de cette égalité , Fexpressiou • . • • . (dty 

• . ■ ■ 

^ étant un nombre entier quelconque^ depuis i jusqu'à, o» inclu- 
sivement. — Cette expression &it voir que y suivant la loi de con^ 
tinuité.de la formation de ces quantités ^ on a . 

Mais , ce ne sont là que des expressions particulières et subordon- 
nées des médiateurs. Venons à l'expression générale et fondamen- 
tale^ qui contient le principe de là génération de ces quantités. 

Ldrsqiié les bases a^y a^y a^j etc.^ dont dépendent les médiateurs 
consécutif seront égales^ nous désignerons ces médiateurs ainsi 

[ (du) . . 

[al^dy • ' 

etc. y etc. ; ' 

et npus les gommerons médiateurs simples ou élémentaires j parce 
que tous les autres médiateurs de ce système en sont composés^ 
comme nous allons le voir, r— Soient a^y a^y a^^ etc. les bases des 
médiateurs du systènie particulier dont il s'agit; et soient eT,, ^^^ 
«Tjy etc. les différences respectives de ce& bases avec une quantité 
quelconque a^ de manière que 

d, — as^,, â. — â=J\, at-^assj^tf etc.^ etc.; 
on a la loi ' générale. . . . (dt>) 

^t,-^' [«]»-3^ [««-J.^ H<^« • H. • [«sl^-^H-f^ . W. • t«J, 
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Vaut ééaioûtree cette loi^ sdpp0S«ns< (jnVeUe soit vnàe; ndu» ao,-» 
rons hypothéticpement 

.... Ht- «r,. [a], . [as]«-3 4- <»; . W, . W<,K-a » 
etj suivant la fbnnation des mécQateurs, nous ayons 



Or, si Ton composé, d'après Cette dernière formate, l'expression 
de [a,]^ , au moyen des deux expressions hypothétiques précédente» 
de [a,}^^^ et de [ajj^a» «•* observant que «^ = a -f- «T^ , ©n ob- 
tiendra j&cilement . . 

. . . . + «T. . [a] , . [a3]a^_a + *^« • W» • W<»-i > 

qui est la loi (di^) en question. Il suffit donc que cette loi soit 
vraie dans les cas de donx valeurs consécutîy es de cv^pdiir l'être 
dans tous le& autres i et elle l'est évidemment dans le cas où ^ s=o 
et où elle donne [a.^^zssij} et dans le cas où o^si^'et où elle 

donne [«i]i == ^ + <r». 

» 

Maintenant, si l'on développe,, en vertu de cette même loi, les 
médiateurs composés M^^^^ j l^Xi^a^ Wah^îj «te, qui entrent 
dans son eicpression, on obtiendra évidemment, pour [a.] , un^ 
expression nouvelle de la forme*. •• (A^) 



dans laquelle les coefficiens M^, M^, M^, etc. seront des fbnc^. 
lions régulières des diflerences cT,, cT., cT,, . . . Z^. — Telle est 
donc la formation primitive de*, quantités dont îï s'agita elles se 
trouvent composées des médiateurs simples [a]»., [aj^, [a}t, etc., 

qui en Mnt le» yçntables éUmej^r 
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OvyUê «lEpvessibtis (du) de5: mécHateuçs âmt^les ou âémentaires 
forment ua cas particulier des expressions (dg) des fondions alephs^ 
eavoir ^ le cas où ^ dans ces demièrea expressions , ^^^.^ =: a , 

j4^_^ =s — I , -^^^3== -^û;^^, = ctc, = o. Ainsi ^ ces médiateurs 
simples ne sont que des fonctions alephs dont les élémens, sui-* 
tant ((^)f sont les racines ^ prises négativement^ db réquatiôd 
d'équivalence 

c'est-à-dire que sf Fou forme ^ avec la Base constante a^ les deax 
quantités 

en aiira^ en générail^ pour un degré q^ékonquc fm^ 

Donc , en substituant^ dans l'expression (dw) , ces valeurs pri- 
mitives des médiateurs simplet [a],, [a]^, [û]^, etc., oi^ aura dé- 
finitivement pf.. (dx) 



• fP^ 



Cest là rexpression fondamentale ^ le principe de la génération 
des quantités nommées médiateurs^ dan^ Te système particulier que 
nous' examinons. — ▼ Donc^ ces quantités ne sont que des fonctions 
dés qttaûljtés atepCrs. Afosft^ toutes leir relations de ces médiateurs , 
tiellefir pat exettipl* marquées ci^dessua par (dej et (rf«)% ont leur 
|K»sibàît^ dans lé princ^ fondamental (D) de la théorie des 
nombres ; principe qui est Vexpresaion de la relation générale des 
fonctions alephs. 

Ot, otitre le» relations (dty et (dt)'^ àés médiateurs en questioû^ 
en tire encore immédiatement^ des expressions (dt) de' leur fp^^ 
SQàtlôtf^ la fdàtbd fem^rquable • . . . (<^ 



^ (^ iZ+'H^. [a^]^,, l^iA^^^+i}^ 
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ifflr et -^ «étant deux wombres entiers quelconques ; et c^est cette 
relation qui , dans le cas particulier où dr =s: i et ^ s= .i , fournit 
le moyen indirect qu 911 «enaploie pour 'la xësolution • des équations 
.de congruence du premier degrc. *-«- i) après ce que nous venons 
«de dire de la nature des médiateurs en. question , on Toit que la 
relation précédente et le moyen tle solution qui en résulte, re- 
çoivent leur possibilité de :1a loi fondamentale (D) de 'la théorie 
des nombres. En effet , les médiateurs qui entrent ^ dans ^cetle re-- 
lation, sont composés y dans leur ipriafiipe.^ «de quantités ralep^s ; 
^t si Ton substitue les expressions équivale»ties'(tiijr),' la relation 
(dy) dont il s'agit y qui se trouvera eoiprimée en fonctions alephs , 
ne sera en général possible qu'en vertu de. la Tektion de ces dei> 
joières fonctions, exprimée dans. la loi fondamentale < (i?). •«- VoiU 
le lien qui rattache cette relation des médiateaps et le moyen de 
solution qui en résulte, à ^k loi foudamttilale: de la théorie des 
nombres. 

On conçoit quAen. procédant de cette manière , on peut également 
ramener à cette loi fondamentale les autces cas dés 'médiateurs , 
ceux où les échelles de tslation sont formées • des aystèmes de 
pkisieurs quantités a, è, r^etc». On. pourrait, de la même manière, 
ramener à cette loi toutes les autres espèces de quantités «algo- 
rithmiques qui, dans la théorie des nombres, servent, dé. principes 
secondaires. Mais, un seul exemple^ celui q^.ii^us venons. lÈb 
traiter , doit nous suffire dans cette Introduction. — D'ailleurs , ce 
ne sont là que des procédés 'indirects : il faudra définitivement 
subordonner toute la théorie des nombres au principe de la. réso- 
lution générale des équations de congruence; j)rincipe ,que nous 
avons donné*. 

Ici finit ce que nous avions à dire sur la théorie de la compà** 
Taison algorithmique , et par conséquent , sur la partie systématique 
de la théorie de FAlgorithmie. Nous sonunes ainsi au terme de 
cette théorie. —Mais, n'ayant pas voulu entrer, dès le commen- 
cement de l'Ouvrage , dans des recherches trop métaphysiques , nous 
tae nous sommes attachés tpi^aux résultats mathématiques, sur-tout 
dans la partie élémentaire de la théorie que nous venons d'exa-« 
tainer. U nous reste donc encore, pour compléter cette Intro- 
duction à la PhBosoj^ine lies Mathématiques, à ajouter quelques 
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observations philosophiques aux diffërente^rbcanches que nous âTona 
traitées^ et sur*tout à eelles qui forment la partie élémentaire de 
la Théorie de l'Algorithmie. '— Nous examinerons ici y suivant la 
METHODC KfcRESSivE OU ANALYTIQUE , ces différentes branches de 
l'Algorithmie^ dans Tordre où nous les avons exposées suivant la 
METHODE pROORESSiFE OU SYNTHETIQUE : nous najouterous aucuue 
considération snr leur coordination ^ FArchiteetonique de la Théorie 
de l'Algorithmie ^e trouvant déduite. par ce qui précède» 

Or^ pour ce qui concerne d'abord l'algorithme primitif de la 
SOMMATION , nous afvons déjà dit qu'il est fen^ sur les lois oons^ 
titutiifes de r entendement ; et c'est là tout ce que les limites de 
cette Introduction nous permetteat de dire <M>ncernant la déduction 
transcendantale de cet algorithme r d'ailleurs, ce peu de mots suf^ 
fira aux: philosophes. — ^ Nous ajouterons seulement que l'algorithme 
de^a sommation constitue, en quelque sorte, la matière de toute 
fonction algorithmique possible pour l'homme; et cela, par la raison 
même' dé Forigiae transcendant aie que Q0ii5 venons de lui recon- 
naître : l'applicatiou ou l'emploi des autres &cuhés mtellectuelles ', 
ne peut influer que sur \z forme des fonctions algorithmiques , dont 
les âémens (le contenu) sont toujours donnés par l'algorithme 
primitif de la sommation. 

Le schéma de cet algorithme, qui résulte. de la conceptiost 
^inink-uL de son objet, est* • • . . (i) 



et telle est aussi la loi fondamxktau de la théorie de la soxn.t 
mation. En eflet^ toute cette théorie ne contient que les élément . 
de l'Algorithmie , mais les élémens absolus pu indépendans ; et 
pt>ur cette raison, la .conception de son objet est, jsn mêw^e temps, 
0a loi j^ondamentale... 

QuanJt aux cirgonstancxs immxdiati^s de cette théorie, qui/ 
suivant ce que nous avons dit plus haut , en formant la troisième 
partie, la circonstance philosophique et fondamentale est qne Iç ^ 
schéma A ^B zs^^C^ implique nécessairement le. schéma réci*? , 
proque C^^B^ssiJ; d'où résultent , dlabord, pour la théorie gé? 
jçiérile die la j^omipatiou , les deui^ bi;^iic)iea p^tîcuJLières , Tun^ 

progressive y 
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progressive , Faddition , laulre regi*essîve, la soustraction, que 
nous avons indiquées en parlant de celte théorie. 

• Mais, un corollaire philosophique, noti moins important, qui 
résulte encore dé l'identité nécesssaîre "^es relations réciproques 

• • • • • i ^/' 

• • • • 

est celui dff in Jonction pariictUiète^ de la quantité B dans ces deur 
relations. Celte fonction, considérée en èUe*-iiiéme et avecebstmd* 
don des opératiess al^ril^aiiques d'addilion et de aoustraetioi», 
6e:pnésente, dans le fMremiàre de ses relations, avec le caractère 
d'une faculté d'augnaentatioii, etdansla ^conde, avec le caï^ac^ 
tè^ d!une faculté de diminution. *~ Tel est du moins le fait 
algorithmique : en voiei la déduction philosophique; -— Les opé-^ 
rations d'addition et dje soustractioa , qui forment .les deux branches 
de l'algorithme de la- sommation , ne sont fondées que sur la pre- 
mière des 1(HS de l'entendement, celle de la ffuaniitéy dont l'ap-» 
plication à rintuition du temps,, donne, propiïement la conception 
ou le schéma du nombre. Mais,, en considérant la diversité de Ja 
fonction du nQrai>i?e iff.dans le^s deux .relations (2) dont il. s'agit, 
l'opposition de celte fonction admet, de plus , l'application de la 
seconde loi de l'entendement, celle de la qualité ; et il résuUé^ 
de. cette application transcendantale , une signification particuliilra 
pour la. fonction du nombre B dans les deux relations ^+B:=C 
et C '^ B.is^A. -^ C'est cette signification transcendantale qui 
constitue les caractères particuliers du nombre B dans les deux 
relations en question ; et ce sont ces caractères particuliers qu'on 
nomme, avec raison, état positif ^i état négatif dn nombre B. 

Voilà là déduction métaphysique des caractères , positif et né-* 
gatif , des quantités- algorithmiques. -— Oti voit actuellement que 
ces caractères portent sur la qualité des nombres; tandis que les 
opérations 4'additîaa et de soustraction ^ ne portent quts^ sur léut 
iQUAMTiTE. C'est le dé&ut der £âtte distinetion très^êoi^e qui y 
jasqu'4.ce jour, a couvert de takit d'obscurité. les questions à^o^ 
rithmiques coocernant l^état poailif ou- négatif dés nombres. Lee 
explications qu'on a> voulu donner de ces questions, ôêlles,' pai* 

tsTC)D»pl&> tfi'<mAlA-4»B9 lM'4j0ç<ms jdcs ÉçQ^ o^ dans 
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le Mémoire (de Carnot) sur la relation des cinq points pris dans 
V espace y ne sont qne des propositions tautologiquçs ^ qui contiennent 
précisément l'objet qu'il s'agissait d'expliquer. •— Noos parlerons^ 
ailleurs de ndenlité des signes -f- et -•-* qui serviml à jcuftrqpuer ^ 
sans distinction y 'les opérations algorithmiques d^additipn .€i de 
soustraction y et les qualités y positiye et -négative y des quantités 
algorithmiques : nous donnerons aussi les développtmens ultérieurs* 

Venons à l'algorithme de ta «sphomtctiont^ ^-« NùfM' anmitos yu 
qu6 c^l algori^BOke élémentaire eotistsèe dana la aieiittriiliBaddn in* 
tellecln«lle des deux idg^rithm^s primitifs et opposés^ la sonmialioa 
et la graduation; et qu'il se rapporte y en le^sonfiîdéraM dasM soo 
origine transcendantale ^ à U ÊHrulté du pigementw 

Le schéma €pk résulte de la Ge^cimoK «isciiuur de mt aigCK 
rithme ^ est.. . * • w . ♦ (3) 

J^J^A + A 5fois = ^, 

les nombre» ji y JB^ C 4\Mk donnes enlrèrèmenl pasf Talgoif tbme 
de la sommation. En eflet^ ponr concevoir 'Cetitt' génération y pour 
en farmw k première cont^eplion , 3 est nécessaire que les nomi>res 
^ et i9 «oient dioimés par 'Va)g<mlh«ie dé k sommation^ qni*^. 
}ilsq«ies*^là^ eat le senl modk .cbmaiu de génération algorithanique y 
c'eêt'^à^dîre qu'3 est nécessaâre qoe ies mmAm^ A ^ B soie«it des* 
' nombre» entrera; et alors la nomibre C^ oottime ptodoit par nne 
génération de éàmmàtion y sèrft «neore ma iMm&re 'entier^ on xat 
tiombt«r dùnné pcr l'al^pMrâlusie de lu sétnmatien. 

Mais y ktvque ceMe «oneéplîbh est fiN^mée y rinHutRnee r^gula-^ 
tivë de la raismi y qui>se manifesté déjà dins radgerithme-^ ipepr^ 
duclîon dont ii e»t tfoeslion ; întt^odnit, dan» le génération de» 
nombres A y B ^ Cy mne déterminati<m nomfèUe et pariieuliàre ,. 
qui satisfait^ d'une pert^ an caractèns «è'agvégelfpon ^ k la discefv^ 
ûnuiti de ^g^énoraubo algorithmique^ èowàxeoA dan» l'algoritheM 
primitif de la somBoad^t»^ et^de PantK pinrf , an eara^lère de eroift^ 
•ance > à la continuité -ià généroilion algùnthmique^ deminaiA dàti» 
Talgoridiiiiie pmmtif jde ia gnânjÉJan^ C>f ^ "^'eal cette détermm^sdii 
parlicaiiète 4m la géiiévatian dee w>tfAees A y i0 et Oy iâati» la<^ 
quelle ae ironve la mentieefliiatieHi dea ^eeK- algorithmes pimitlft 
ai ftpfMé»^ ^iaeeeekiBea a«ar«a«aifiEA^ lie ia Aéeiie 4e k 
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de celte loi est. • • , . (4) 



&Gt 



où i*oa suppose^ que y parmi les trots nombres j4 y JB et Cy deux 
^eleônques de ces «ombres peuveBt être donnés par Idlgorithnie 
de la soimnalioa^ ou bien y ce qui revient s^u même y que A y otiB y 
étant donné ainsi y le nombre C peut représenter tous les nombres 
ibnntitfiït ht suite produite pu* la génération de sommation. 
* Les cmcoNsTANcss iMMiDiATiss qui font Tobjet de la troisième 
partie de la théorie de la repioduelixMi , sont fondées sur ridexitité 
«léceseâre des relations réciproques « . .% . (5) 



J X:fi = C^ 



€ 

5 



J. 



Le premier corollaire philosophique qui dérive de ces relations^ 
^omie y pour la théorie générale de la reproduction y les deux 
branches particulières , l'une progressive , la multipmcation , 
l'autre r^ressrve y la division y que .nous avons indiquées en par- 
lant de cette théorie. — De plus, les nombres C ei B pouvant. ^Ire 
des nombres quelconques ^ donnés par Falgorithme de la soinma-' 
tîon^ la génération du nombre'^ au moyen de la seconcfe des 
deux relations réciproques (5)^ reçoit^ dans certains cas^ un ca-- 
ractère particulier ^ lequel est précisément le caractère qulnlroduit y 
dans la génératiofi des nombres , Tinfluenç^e ^égulative de la raison 
qui commence à se manifester dans Tal^orithmç de la reproduc^ 
tion« Suivant ce caractère, le nombre ji se trouve hors de la suite 
des nombres piroduils par la génération 4^ sopimation , et cofiti^nt^ 
en quelque sorte , une déte^^nination plus intellectuelle y qui est la 
détermination parUcuCère que nous avons exposé^ ci-des^fis, en 
donnant la déduCtiou de la loi fondameptale (4)* *— - Or , ce sont 
ces nombres nouveaux , placés ainsi hprs de la siiite .des nombres 
entiers y ou hors de la suite d^ nombres produis ,par.][a. génération 
-de sommation^ qu'on appelle nombres frucUormaifes. 

«iiTelle est donc la déductioii mét|qph)ryii^e des nombres fractipiH 
naires. -— La considération des rapports, des parties y etc.^ pour 
expliquer ces nombrei;^ ae xMiaduit qak deA tautologies , abstraites 
PU coacrèies y qiii impliquent pcéci^ment JCi^'el ^11 &UaU expîi* 
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quer. C'est à rorigine transceadantale de ces nombres qu'il 
remonter, pour en découvrir la nature. 

Un second corollaire philosophique^ qui dérive des relations 
réciproques (5)^ est^ comme dans la théo^je de la sommation ^ la 
fonction particulière du npnGj)re B dans ces deux.ireUitions, C'e&t 
encore sur la conception primordiale de la qualité ^ que porte le 
caractère particulier qui en résulte pour le nombre jS ; et ce. ca- 
ractère, considéré sous le point de vuç , algorithmique , ^consiste 
dans l'état positif ou négatif de l'exposant de graduation de. ce 
nombre. — ^ Nous donnerons ailleurs les développement ukërieunu 

Venons à l'algorithme de la graduation. — Nous avons dit qqie c^ 
iBecond algorithme primordial , ce seconcl pôle intellectuel algorith- 
mique^ est fondé sur les lois régulatit/es de la raison; et c'est encore 
tout ce que les limites de cette Introduction nous permettent de dire 
concernant la déduction transcendantale de cet algorithme. Nous ajoii* 
terons seulement que c'est cette influence régulative de la raison , ^Xr 
primée immédiatement dans l'algorithme de la graduation ^ qui fonde^ 
pour rhomme, Ja possibilité même djuoe algorithmie : sans cette 
influence, nous ne saurions avoir que la simple sommation^ dont 
l'objet et les lois sont identiques^ ainsi que nous l'avons vu en 
examinant cet algorithme primitif et simple.' ^ Voici les poin^ 
principaux de la métaj^ysique de l'algorithme de la graduation. , 

D'abord, le schéma philosophique, qui résulte de la comcsptzok 
oéiriRALE de l'objet de cet algorithme, est (6) 

dans lequel , suivant ce que nous avons vu plus haut, fa quantité yu 
iest le logarithme du nombre*ni. En eflet, cette forme qui porte es-» 
sentiellement snr une génération indéfkiie, et qui, par conséquent, 
implique ridée de l'absolu , est évidemment la seule forme possible 
sous laquelle nous pouvons eoneevoir, au moyen de l'algorithme'^ 
élémentaire et primordial de sommation, qui est un produit de l'en- 
tendement, la continuité indéfinie de la génération d'un nombre > 
qne demande la raison': la ferme ^ par exemple, 

— -t — Ar — + etc. s: m ^ 
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xmpiiqûettit tonfours et nécessairement Tidée de la discontinuité. 
— ^ Or ^ c'est éyidemment sur cette génération (6) du nombre m ^ 
qtie 8e:fbnde la possibilité algoritbmique d'un exposant quelconque 
de ce nombre 9 entier^ fractionnaire^ positif^ négatif^ ou zéro; c^estr 
l^dîre^ le schéma purement algorithmique. « • « « (7) 



^B 



C,. 



dans lequel ^A ^ B et C peuvent être des nombres quelconques/ 

Pour ce qui oonçerne ^ en second lieu ^ la loi fqndamental& 
de la théorie de la graduation^ elle>doit se trouver^ comme pour 
la théorie de la reproduction^ dans Texpfession de rapplipatioa. 
de la graduation à la sommation ^ pour embrasser ^ d'i^iue pfrt^^ 
rélément primitif (le contenu) cïe tout calcul que donne Ta^go^ 
rhhme de la sommation^ et de Tautre part^ la forme intellectuelle, 
que donne l'algorithme de la graduation. Or, pour peu qu'on eizjiùjxà- 
le* sohéma^(7)^ on voit que Texpression en question doit être 

(fl, 4- ag + à% +' etc.)''' ic=iCi ' 

'••■•■ \ • ■ ■ 
dont lé principe^ considéré dans son déif^Ioppement ^ est... (8) 



(^. + ^.f 



-^f +f -^f""^^.+ f^.^f^.^:4-etc.;. 



c*est-à-diré , ïe célèbre tinome de JYewipn. ^rr^'ÏJftlle est .dpM la. 
loi fondamentale de la théorie de la graduation ; et c'est la seule 
loi scientifique qui^ parmi les lois fondamentales des différentes 
branches de l'Algorithmie , ait été connue des géomètre^ avant 
cette Philosophie des Mathémàtîq[ues. •— Nbtis pouvons nous dis- 
penser d'en donner ici la déduction algorithmique. 

Pour ce qui concerne ^ en troisième lieu , les circOnstau czs 
iHMÉDiATiis formant la troisième partie de la théorie de la gradua^ 
tion ^ elles sont encore fondées sur l'identité nécessaire des rer 

lations réciproques .... . (9) 

t 



; ' 



€, 



A, 



Le premier corollaire philosophique «. qui . d^ve de ces rela^- 
tions, doi^ie , comme dans les c(eii3;,«atres ^éonkÀ primitiYes , pour 
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Ja Ihéorie générale de U graduatian y 1m deux îbraiïclias ^ttico*- 
lières ^ Tune progresMYei ks fUissAHCÉs^ TauU** régressives les 
iHiiGiNEBi que BOUS aY^tts indicpi^ea an ^rlanl da eene Ùiéùrit. 
^^ De plus^ le nombre «i^ qai focme la ncine JS àvL.iMiaAtt C^ 
implique évidemmeut ^ idans aa- genëralîom ^ Ane déten^itiatioci 
nouvelle ^ el plus intellectuelle «encore que ne l'est celle du 
nombre A qui^ dans la théorie de la reproduction , résulte de la 
division du non^bt-o* G par B^ X#0 schéma die cette g^ération^ 
4 après (6^^ ^ast. « . » ^ . ».i(io) 



<30 
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jDr I a^ac la possibilité de la génétatiou intellectuelle du ncimbve jé^ 
^n voit 5 dans ce dernier adiéu^^ que la génération sensible. de 
ce nombre ^ en le considérant en généitd ^ eat n^ceesâiremetit m»- 
définie; comme il s ensuit ^uofiH lie la loi fondamentale (8) de la 
théorie de la graduation, loi qui donne y dans le cas en question^ 
une génération indéfinie , par soiMftiatioày po«ir le nombre dont 
il s'agit, -r— C'est cette génération indéfinie^ provenant de l'in^ 
fluence régûlative et intellectuelle de la raison danfi le domaine sen- 
sible de l'entendement, qui est Je , caractère diatinctif des nombres 
qu'on appelle inexactement n^ntbres irtationfièls (^). — Noufe avoua 
vu plus haut que ces nombres admettent un^ infîoite d'ordres dif- 
férens ^ correspondans aux ordres différons d€( leur génération j^ 
^lus 6u moines indéfinie; et nommément qu'ils sont du premier 
ordre , du second ordre , du troisième ordre y etc. y suivant que 
les nombres induis qui entrent dans le scb/éma (6) de cette géné- 
ration^ sont dn ^exyiier ordre ^ du secpnd ordre ^ du iprqiiu^aie 
prdre, etc. • 

. TeÙe est la déduction mé^pb^sique des nombres dits icration^ 
nels. -A On voit actuellement quelle en est l'origine transg^mlsu^ 
taie, et combien étaient loin d^y atteindre les différentes explica-* 
tious qu'on a voplu en tlonner. 



— — --- 1 — "- — I - «- -^— ^- — ^ 



00 '^ faudrait plutôt lés nommer nomkres raiioiinels , tomme étant prodtiiti 
1^ Vinlta^aca 4e là iMTS(ni\ MiyaM la déduotiôti qn» nous venodâ â*en doimeif ; 
«t tiélf sBMlgfefclA mon mmtiy pm^^fmM ligaiRoation ^ tcfpQTt. 
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Qfoaàt k la fonctioa farttcolière du nombre JB àms Iw 4eu3( 
TtlatioDS Rciproquefi (g) , elle est viâiblemeDl k méipa que c#lU 
du nombre B dans les deux relations rëcîproqfiM (5) de la théorie 
de la reproduction y c'eat«4i^ dire qu^elle coittiste dans l'état positif 
ou négaltf éè Fexposant de graduatioii de ce nombre. 

Le second corollaire philosophique qui dérive des relations ré* 
ciproques (9) ^ et nommément de la seconde de ces relations , 
est l'antinomie particulière impliquée dans la génération du 
nombre ji j lorsque C est tm .nombre négatif et B un nonibre 
pair; -— Cette antinomie provient de ce que le schéma philoso-- 
phique (6) y qui est le principe^ ou le fondement de la possibilité 
de l'algorithme de la graduation y ne porte que sur la génération 
de la quantité du nombre m y laquelle y prise en généra}^ est réel^ 
lement susceptible d'une continuité indéfinie ; tandis que la fualUé 
de ce nonibre y comme produite essentiellemenl et exdysryement 
par l'aTgforilhme de la sonnnation y implique nécessairement la dis* 
continuité qui est le caractère de ce dernier algorithme^ c'est^à-* 
dire qu'elle implique nécassairémept^ Toppo^tiop dîaoontiaue 4a 
l'état positif à l'état négatif du nombre m. Et en effets lorsqu'il 
s'agit -d'un nombre négatif ^^ produit par la génération de gra-* 

duation A y on ne peut, en Supposant le nombre ^ réel, considérer 
ind^Serenunent l'exposant j9 comme un nombre pair ou impair; parc« 
que ce serait supposer , à la j^énéfotion du nombre négatif Cy uuç 
continuité indéfinie qtc'il n'a'poiM réellement. — «Toutefois, ce 
qui ia'est pas poeaiUe en i^kdité , -dams ie domaine' sensible de 
rentendement , l'est au moins en idée y dans I^ domaiw ô^cUoo 
tuel de la raison : et cette dernière fecxdté ne se désiste, points ^u« 
faM qu^ est en elle , de ratfiener toutes les fonCVlons algorithmiques 
à la loi de continuité indéfinie ou, en général, a la loi de l'ab** 
solu. -— Le prihcipe réel de cette génération indéfinie des nombres 
négatifi, estr •.;.(! t) 



{^^t^tm.J-:ft=.{^ni^i 



dans lequel le nombre infini co^ est néeeesakemenf inipaiir. Mans ; 
)pour âimplMer ees ^eon^érations , observems que (-— m);:^ (^-— 1} 
'«^-+-191); ^09l4i-^d|p€^4;ue k. considération des nombres .iiégatift ae 
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I 

réduit à celle du nombre (-^.i^- suffit ionc d'examiner là gëné- 
ralion du nombre particulier (—- 'x); génération qui, dapTerie 
sehéma précédent (xi)^ est 



(~^-^^*-^!r=(~o. 



c'est^^à-dire^ à cause de £fx s= o^ (13) 



Or^ le nombre oo' étant nécessairement impair ^ il est évident^ 
suivant cette génération indéfinie de l'unité négative , que , toutes 
les fois qu'il s'agir,a de prendre une racine à exposant pair de 
cette unité 9 l'opération algorithmique siéra impossible en réalité , 
et cependant elle sera possible en idée ; et c'est là l'antinomie 
faisant l'objet du corollaire philosophique qui nous occupe. --* Pour 
ne parler que de la possibilité idéale^ on voit qu'en prenant une 

partie paire de Texposant a>\ par exensple — ^ p étant un nombre 

entier quelconque , on aura -^ pour la racine 2/7 de l'unité négative^ 
une partie des âiçteura élémentaires ('^— 1) du schéma (i^), exprimée 

par — = o&' -f- — y q^" étant Ip nombre entier le plus grand con-* 

tenu dans — , et r un 'nombre impair et plus petit cpie 2p } de 
manière .qu'après avoir pris, od' iafileurs élémentaires ( — i)^ ij 
reatera à prendre une partie — des facteurs élémentaires du secpnd 



t • 



ordre 9 qui composent l'un des facteurs élémentaires (-— i) du 
premier ordre. On pkut donc npcoMMïJffCER la même opération 

IDEALE SVK LE FACTEUR KESTAIfT DU PREMIER ORpRS (— l) ^ ET 
ON PEUT LA CONTINUER AINSI A l'iNDÉFINI." -r- Or, Ce SOUt . leS 

nombres correspondans à cette génération idéale possible ^ et dont 
le caractère consista précisément dans cette possibilité de généra» 
tion idéale, qui forment les nombres qu'on appelle très'^-inexac^ 
leioent nomkre$ imaginaires. 

Telle est la déduction métaphysique de ces nombres vraiment 
f xtruordînaires^ qui forment un d^s pliéa.omènips iateUectuel3 , le» 

plus 






•»> 
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plas remaïqaâliles , et qui donnent une preuve non équivoque de 
rinfluence qu'exerce^ ditns lé savoir de l'hoinmey la faculté légis*- 
iatricedela raison dont ces nombres sont un produit , en queir* 
que sorte malgré Tentendement. — * On voit actuellement que ^ 
loin d'être absurdes , comme les envisageaient les géomètres , 
les nombres dits imaginaires sont éminemment logiques et^ par 
conséquent^ très-conformés aux lois du «atioir; et cela, parce 
qu'ils émanent ^ et en toute pureté , de la &culté mênie qui 
donne >âes lois à l'inteUigènee humaine. De là vient la possibilité 
d^employer ces nombres ^ sans aucune contradiction logique ^ 
dans toutes lés opérations algorithmiques; de les traiter comme 
des êtres privilégiés dans le domaine de notre savoir, et d'en dé«- 
dpire des résultats rigoureusement conformes à la raison. ^ QoaAt 
À l'espèce de contradiction que ces nombres paraissent impliquer^ 
«t dont nous avons donné jia déduction, on voit maintenant quo 
ce n'est point une contradicftion logique qui les rendrait absurdes^ 
mais bien une contradiction transcendantaU , une v^i^Ie ^nti- 
nomie dahs rintélligence bmttaifié^ provteilant de Topposition des 
lois» dé Tentendement avec leS lois de la raison ; antinomiei dans 
laquelle ta raison soutient sa supériorilé , et donne, malgré Ycnh» 
tendément^mne existence, quoique purement idéale, à ces noimbrea 
0t'(aussem»ldf refontes jl>surdes. •«-* Oii voit enftn que la déùpmi- 
nation de quantités imaginaires^ ^pi'oO' emploie pour C^.noml9*es, 
est absolument &usse ; et que la dénomination la plus convenable 
serait celle 4fe quantités- idikiîes ^), w I^a; faculté de'Yirrtagination^ 
qui forme, pour ainsi dire, )s chaînon iQtmmédiaire*iÈntre la* sen- 
sibilité e% Tentendement de l'homme, ne pçut produire, lorsqD^'eVe 
'€$t âiiandonnée St elle-même^ que des êtres fanCasques et reJieUes 






(^ Ponr nje nous attacher qn*aoK choses » nous ayon» è\ki, .^ans ei|te Intro* 
Uuctioa, autant qn^l a été. possible, toutes les innovations concernant les nome 
eciei signes: Noua deYons cependant prévenir qu'une îIoki£NCLATVRe' fhÎlo^ 
SOPHiQUB' tt ime irOTASlOii SYST^aiAfriQtJE deviéniAsnt InAspeneables jiour la 
réforme phUo!iophiq9e que doivent subijc les sciences .mathématiqfaeé. — - Avant 
^p publier )a.]^]»jIo9pphie générale, de coe^ scia^c^, Tjiuteiir iouinettra à l'avis 
'épê géomètres , dans une brochure séparée , la nomenclature si la aotatioa qu'il 
anvra dan« U'Âiiosophie générale de« Mathématiques. 
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tux lots de la raison : tels sont les nombres rëdlémârt almirdes^ 
qni knpliquent une véritahle contradiction logique ; fâr exen^e ^ 
les^ nombres œ ei j qui^ suivant l'imagination , doivent satisÊdre 
aux équations 

os=3ar — :y^ + 5, o =6x — '4/ ^"^5. 

Les géomètres ne doivent* pas perdre de vue cette distinction. des 
quantités idéales avec les quantités parement imaginaires : les pre^ 
xnières , produites par la raison y sont rigoureusement logiques et 
conformes aux lois du savoir; les secondes , produites par Tima-^ 
gination , sont absurdes et contradîcioires avec les lois du savoiré 
U noQS reste à observer qtfe les quantités idéales dont «ous ve-» 
lions de parler , sont tolites de la même nature ^ et ont nécMsai* 
rement toutes , pour leur expression , la même fbraie «algorith-» 
Inique. En efiet^ ces quantités ne différent entre elles que par la 
détermination numérique de Texposant pair de la racine à laquelle 
«Iles correspondent , et elles sont rigoureusement identiques dans 
ce qui concerne leur génération iâéd^. Ces quantités peuvent dotfc 
être exprimées au moyen de Kune d'entre eHes , et ce qu'A y a 
lie plus naturel , au moyen de la plus simple , qui est vfsiiblement 
la racine à exposant deux. Cest aussi oe qui randte Éb la relation 
algorithmique de cfes quantités^ comme nous allons*. 1^ voir. -«^ 'On 
e en gënéval . 



«I retranchant y^ — i* des denx membres de eette ^^ité, on ^t^ 
tient ^ pour les quantités en ^piestiou^ la relation algorkbâiique ^. 

. • • . • (l^y - • 

Ainsi^ en prenant une racine quelconque r, on. aura. . . . (t/Q " 




et puisque y suivant la loi fondamentale (8) y. les développemens des 
binômes formant le second membre de cette dernière égalité ^ acr 
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nf$A Stmèù^ÊU 4« graàmtioK ées deux termee 4o cm binômes, et 

nommément fonctions de puissances entières de 
C«^ 




I ^ on aura 
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+i\r„. 

en désignant par ^, , iV^, N^y elc, la somme des coeficiens respectifs 

des raciaes — > — , y, .•»-«- de (-^ i), dan« le produit des de*- 

Teloppemens des binômes dont il s'agit*. -^ Ponc^ dans le ca$ le 
plus simple oîi /i s= i , on aura^ d après la formule générale (i5)^ 
•Vexpr^ssioix. . • • ^ • (i6) 



C'est Ui.^ et seulemyent la^ le principe de ce que toutes les quanUtés 

dttdi imagiiiatres m r^dbifseiM k Ift raeine V-^ ^ > ou à la fiora|)t 
iMuoinîtle préoMentie (i6). 

Enfin y un troisiènie cor(dlaire pbalosopiiique^ qui dérive des 
relaitiona réciproques (9) y est la pluralité des racines jf conreqpon- 

dantes à un même nombre C et à un même exposant ^. Cette 

pluralité est fondée sur cellis des valeurs du nombre /x qui eutre 
dans le schéma philosophiqne (6) de ^algorithme de Ja graduation , 
et particulièremyeui dans le schéma de la génération par graduation 
4e l'unité |K>si6ve et 4e Tunité négative» qui sont .respectivement 
les facteurs de tous les nombre positifs et oégatifr* Oa a , eu 
efiet^. ••*••• (17) 



«t« 



/i étant nu nombre pair quelcon^pe , y compris iséro , y un nombre 
4p»ekani}tte impair^ et ^ le nombre donné par Teapressiop 



flT œ:-r? 



^^.((x4.V^) 



(i-->/^r}' 
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Pour 8*en couvaiiàcre , sans employer imnëdiatelntiit la lliéorie 

des logarithmes j ni ceQe des sinus ^ il suffit d'observer^ d'abord que 



(.+ ,.^v^..i) = {(. + ivc:7.i)7, 

et ensuite que 

< 

comme on peut s'ea assurer , en développant le binôme de cette 
dernière égalité , et en y substituant l'expression précédente de 'TT. 
Mais^ sans recourir à cette déduction , ou sans remonter jusqu'au 
premier principe -, il est évident qu'on a, pour la génération par 
graduatiçn de l'unité positive et de l'unité négative ^ les exprès-» 
sions • (i8) ^ 

/4 étant toujours un nombre pair qvekonque, y compris téro, et 
y un nombre quelconque impaii\ Or^ si Tcm prend la racine m 
dans la première de ces expressions, et la racine n dans la seconde^ 
on aura..»i... . (19) 

(+ if = (- ir = (~ o"""" = c- &' (- o~ , 



en considérant p el ç comme les nombres entiers que donnent 

les fractions ^ et - ^ et les nombres fjtf et / comme positif ou 

négatifs j^ et comme étant respectivement fins petits que m et n» 
Ainsi y puisque les nombres fi' et / sont d'ailleurs arbitraires^ il 
est évident que les racines dont il Vagit ^ ont autant de générations 
différentes qu'on peut prendre de nombres dîfférens pour f/ et /; 
et il' se trouve que ce nombre de généraûons différentes est 
respectivement m et n. En effets lorsque i"". le, nombre m est pair^ 
/Âf if^eut être un nombre pair quelconque > plus petit que m, po* 



mâ£, négatif im ^^.; oe .^i daone visSiInMnt m g^ërafbiia 
âitfétm^kSB pour la racine m de (+ i)> en obsenrant qu'alors p est 
indifféremment pair- ou impair. Lorsque o!^. le nombre m est impair, 
ft^ peut être un nombre paifr quelconque ^ plus petit que m^ positif^ 
négatif ou zéro; ce qui donne. encore m générations différentes 
pour la racine m de (-4- 1)9 <ni observant qu'alors p est nécessaire-» 
meut pair. Lorsque 3*". le nombre n est pair, / peut être un* nombre 
impair quelconque, plus petit que n, positif ou négatif; ce qui 
donne yisil^Iement h générations différentes pour la racine n de 
( — i), en observant qu'alors q peut être indifféremment pair ou 
impair. Enfin, lorsque 4^. le nombre n est îsqiaiK, / peut éke un 
nombre pair quelconque , plus'petit que is, positif^ négatif ou zéro;. 
ce qui donne encore 1» génératipns^dild^amEtes pour, k racine n de 
(^-«- i)> en observant que ^ est alcMrs nécessairement impair. 

C'est là , e.t non ailleurs, le principe premier de la pluralité des ra- 
cines d'un nombre , correspondantes à un même exposant; et c'est là 
ançsi la déduction métaphysique de cette pluralité de racines.— -La 
décomposition, en fiicteurs simples, des'fonctions(a:*— i)et (af+i), 
qui , égalées à céro, donnent sespectirvement lesTftCÎiiesm et 1» de (+1)' 
et de (<— i), est elle«-méme fondée sur le. principe que nous v.e-' 
nous de yoir : il, fiiut, en effet , que la pluralité des racines de 
(H- i) et de (-— v) ait Ueu* en elle-même, et en vertu dé la géné- 
rajtion par graduation de ces unités, pour que la décomposjrtion des. 
fonctions en question qui donnent ces racines, soit possible. 

Quant à l'expression de ces rac ines au moyen de la racine simple 

V — 1> ou au moyen de la fonne binomxale:(i6), sans recourir 
à' la décomposition r des fonctions dont nous venons de parler^ ni 
à là théorie des sinus , il suffit d'observer qu^en vertu des expres- 
sions (14) et (16), ^ona. .«...« (30) 

y 2^ aA£ ^ 

^ a/ ^ *!l 



él l'on aura ,'en. rertu des expvtmioùê (19) ,. • • - (a*) 

(— ,)^ « (— 1)«. ((i — <?.) 4- <?. . V=^> 

Enfin ^ si Ton examine les binômes des expressions (20)1 on verra 
que le changement des signes des nombres f*' et /, revient au cban-. 
gemientda ligne de la racine V— i r de manière que celles des racines 
pvécédentea (ai)> qui «e différent ^ue par le signe de la quantité 
y^ijyii^e y— 1 coatemM dans leurs «qfires&ioiia , sont précisénienf 
ki racinoB opfios<«s 4fUL > d»s le principe de leur géoératioD ^ 
correspondent mk sigMS ogpoaés dea exposans /a' et /^ savoir. 






(-.x)*.C— », et (r-i^.C-O 

Or, cm nmhipKant <«t raeioe» oppoaéci, l'ime par l'aiUrc > ona, 
poor les pMdnîAs n^ctt&> les Taletus ^ , 

c*est-4-£re que ces prodails softt tonjburs égaux à Tniâë ; e! c'est 
ce qu'en examinant la Aréorie des ainus , nous aron» promî» de 
«lontrer d'une ttanière înd<penda«te de cette th^rie , dans le 
principe même de la giénéTati<m des rticinea.' 

Voilk les observation» philosopkiqées que nom ia^iMe à aionter, 
eoncernaniïles trois algorithmeR prinàti&, la somisiation, k repro- 
duction et la graduation. ■— V«ci les obserwtions covemanl lés 
deux algorithmes dérivés immédiats, la numération et les FACutTÉs. 

Ces deoac dgoriUimes dérivés élémentaires, qui résultent respec- 
tivement de la combinaison de l'algorithme primitif intermédiaire, 
la reproduction, avec les deux algorithmes primîliA et opposés, 
la sommation et la graduation, ont, pow caractères distmcuft , 
avec la possibiliité de la généiration d'nne quantité algorithmique 
quelconque , la susceptibilité de limites arbitraires pour les algo- 
rithmes primiiift qui composent ces deux algoridimes dérivée, ainsi 
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qu« nous l'avons dit eu parlant de cei denÙOTt. Lâs mtn» vigo- 
rithmes élémeataires ne peuvent produire que celles des qvantitéft 
algorithmiques, qui dépendent ou qui proviennent de la génération 
particulière formant respectivemetit xes algaritlimes eléwealaires ; 
et cette génération ne saurait être modifiée dans ces diSëreas algo^ 
ritbmes , dont le caractère- est précîsànent la générativu particulière 
qui leur est propre : les deux algorithmes dérivés immédiats , la 
numération et les facultés ^ peuvent , au contraire , produire toutes 
les quantités algorithmiques, et cela même en resserrant, dans des 
limites vbitraires, les algorithmes primitifr qui entiaot respecti- 
vement dans leur cdmposition. ■ — Cette tnsceptibîlité de limites 
arbitraires, jointe à la possibilité de la génération 4e tcmte quantité 
al^ritbraique, donne , «nx denx a^orithmes dérivés dont il s'i^t^ 
un caractère taiit-^-%àt particulier ; caractère qoi les range hors 
de la classe des autres a^nàthnaes purement tbéoriqoes, en leiv 
attribuant une possimu^i zu sxs.vib de aïOYKNs a des fiws algo- 

niTHHIQUCS. 

C'est cette dernière possibilité , celte espèce de ^oalité ConteQue 
dans les algoritlunes dérivés élémentaires , la noBiératicm et les &• 
cultes , qui est le prmnpa piitlosopbiqve de la seconde branche 
générale de l'AJgorithniie, le ponc^ de la Tscq^ic. a^coritu- 
MiqvT^ opposée à la Théobie ALOonjTiutitîBE foronam hi^remière 
lurancbe générale de la sùenç^ des novtfares. — Cette Technie sera 
l'objet -ic la «econde partie ds. eisl Onvngp i 1 
donné la déduction architectoniqBe , et nous [ 
à'ia dédoclîo)^ metiyj^ysi^ue ^nltérieiy e de ses < 
pactieuUères, rI des principes algoritbniiques si 
jpqsfi. — Mais, les dçH» algorithmes dérivés élémentaires dont il 
s^git, et ^i , considéra dans tonte leur généraliié, servent ainsi' 
.de fondement à rétablissement d'vuie nouvelle branche génû'ale de 
l'Algorith^i^e,, appartiennent néanmoiçs, en les considérant en par» 
licnlief.d^ns leur simplicité élémentaire, à. la Tl^priê'de TÀIgo- 
ritbmie p^ir .}^qud)9 Jls sont donnés. 11 nops reste donc, dans cett« 
t^éans^k e^timmer, sons ce point de vue de simplicité, les algo- 
rithmes dérivés dont il est question. 

Or , les schémas de ces ^goritbmes considérés dans totite ieor 
généraliié, tels que nous les avons -pféteiHéê, ««art: 
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- I*. Pour ralgoridime de la numira^n, . . . ... (aa) 

2*. Pour Talgorithme des facuhés, '. . (a5) 

*»JC.^»x.*0ap^ . • . • . etc. 

Et Ton voit ficilement qu'étant considérés dans leur simplicité 
primitive^ ces algorithmes se trouyeat sous les fonnes 



• .i^ax'^4- ^.x^'^+^^.^c'^^' + elc, (^), 

(x+o).(x + ^).(x-+.a|).(a;4-5|).ctc....(25> 

Tels sont donc les deux algorithmes dérivés élémentaires et par* 
ticuliers qui appartiennent encore \l la Théorie de TAlgorithmie : 
ils sont évidemment les élémens des mêmes algorithmes dérivés 
qui y pris dans toute leur générdité (^a) et (aS) ^ fondent la Technie 
de FAIgorithmie. 

«i^On pourrait^ dans cet état de leur simplicité , nommer algorithme 
des NUMÉ^ALiSy la numération particulière de l'expression (24), 
et algorithme des factokielles Ç^)^ les fiicoltés particulières de 
l'expression (a5). — * Ainsi , en sarfAUt ces dénominations , les nu- 
mérales 'et les factorieUes y appartenant a la Théorie de l'Algo- 
rithmie^ seraient les cas simples et particuliers des algorithmes 
composés et généraux de la numération et dés &cultés^ qui forment 
la Technie- de l'Algorithmie. 

Or y les expressions (:i4) ^^ (^^) ^^^^ proprement les schémas 
qtii résultent de la conosption g^nUrals des objets respectifs des 
^numérales et des Êictori elles. — Quanta leurs lois poitdamentaus 
et aux ciRCONSTANCKS iBiHiniATES qui en dérivent ^ formant la 
aeconde et la troisième partie de leurs théories , nous n'en par- 
lerons que lor^gue y ci-après y nous connaîtrons la loi de la géné« 
ration de ces algorithmes dérivés^ en les considérant dans toute 
leur généralité. *-> Une circonstance importante que nous pouvons 
déjà remarquer ici y c'est que les algorithmes des numérales et des 



r 

(0 D*après Aibagist et Kramp. 
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factorielles sont requis pour la possibilité même de là Théorie d^ 
TAlgorithmie; et particulièrement ^ l'algorithme des numérales pour 
la possibilité à» l'Arithmétique, ou des faits de nombres^ et l'aU 
gorithme des factorielles pour la possibilité de TAlgèbre y ou des 
lois de nombres. En effets une des conditions de la Théorie de 
l'Algorithmie ^ est la possibilité de la génération des nombres y dans 
leurs fiiits et dans leurs lois; et c'est dans les numérales et les fac- 
torielles que rAlgorithnûe trouve cette possibilité y ainsi que nous 
allons le voir. 

D'abord y pour ce qui concerne l'algorithme des numérales y il 
est notoire que l'homme ne peut attacher une attention distincte 
à une pluralité indéfinie d'unités numériques : c^est un fait psycho- 
logique avéré généralement. Mais^ bien plus y il est vrai a priori 
que l'homme ne peut^ à*la-fois^ porter une attention distincte que 
sur deux objets; et cela seulement en les rangeant sous l'unité 
logique de l'opposition , savoir , sous l'unité de A et de non ji. 
U s'ensuit qu'il lui est impossible d'avoir^ par une réflexion immé- 
diate^ la conception d'un nombre quelconque; et rigoureusement 
parlant y qu'il lui est impossible d'avoir y de cette manière y la con- 
ception d'un nombre qui surpasse dfuœ. Ainsi ^ il se présente là 
nécessité de déterminer mécUatement cette conception; et cette 
détermination se trouve évidemment requise pour la possibilité 
même de la Théorie de l'Algorithmie y et particulièrement de la 
Théorie de l'Arithmétique. — Or, la première de ces théorie^ 
trouve , en elle-même y et nommément dans l'algorithme des nu-* 
mérales qui en est une branche , le moyen de la détermination 
médiate en question; et cela^ parce qu'on peut resserrer y dans les 
limites d'une conception numérique immédiate y naturelle ou ar- 
tificielle y les algorithmes de la sommation et de la reproduction 
qui entrent y comme parties composantes y dans l'idgorithme desr 
numérales. En effet, dans un système de numérales où la conception 
immédiate , formant la limite , serait en général celle du nombre x f 
on pourrait, sans passer cette limite , détenqiner un nombre quel- 
conque Ny entier ou fractionnaire , au moyen de l'algorithme des 
numérales; c'est-à-dire qu'on aurait • . (26) 

« 
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en obderYAnt que leê coefficient J!^, J,y A^; etc. et ^A^^A^ 
^ y Q\£.y ainsi que les exposans i > a> 3 ^ etc. , et — i, ^^^9 
— - 5 1 etx;» j ne surpassent pas le nombre limitant »^ ou du moins 
que les exposans plus grands que x ^ se trouvent enx-mêmes formés 
au moyen de cet algorithme. — La déduction de cette détermi- 
nation du nombre iV , ne présente aucune difficulté pour là partie 
de ce nombre qui est plus.grande que Vunité : il est^ en eflet^ visible 
que. cette partie du nombre N ^ peut toujours être déterminée par 
l'expression algorithmique A^ + A^x -(* A^^ *4* ^tc* Quant à la 
déduction de l'expression ^Ajc^^ H- ^Ax''* + ^x''^ + etc. , qui 
détermine la partie du nombre N ^ plus petite que Tunité^ nous 
la donnerons ci-après lorsque nous connaîtrons le principe de 
L'algorithme général de la numération^ dont celui des numérales 
€;st un cas particulier. 

C'est l'expression (:i6) qui est le schéma philosophique de l'opé- 
ration arithmétique nommée numération; et c'est là aussi la dé- 
duction métaphysique de cette opération. — On voit que les cbifirea 
qu'on emploie dans ce procédé arithmétique , ne sont autre chose 
que les coefficiens^»^ A^, A^, etc., et ^A^^A, ^A y etc. du 
schéma (:26) , et que les rangs qu'on fait occuper à ces chiffres ^ 
ne sont qu'autant de moyens séméiotiques pour marquer les puis- 
sances jc*, x*y jc% etc, et x^^, 0:""% x^', etc. du nombre x servai^t 
de limite à cette numération. On voit sur tout que, par exemple, 
dans le système décadique , les rangs des chiffîres n'indiquent poini 
immédiatement les nombres xo, 100, 1000, etc. et iV> r^^ 
, etc. , comme on le croit généralement ; car il est impossible 
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pour l'homme d'avoir la conception immédiate- de ces ùpmbres; 
ces rangs n'indiquent que les algorithmes de graduation , progrès* 
sift et régr^siâ, opérés dans les limites du nombre dix dont la 
conception immédiate est supposée donnée dans ce système; aussi, 
lorsque l'exposant de 10 passe ce nonibre, le système décadique 
cesse d'être rimple , et il exige son propre secours pour pouvoir 
être continué à Findéfini. En \m mot, on voit que l'opération arith* 
métiqne nommée numération, a pour objet de déterminer, par 
Ta^orithme des numérales , la conception médiate d'un nombre 
quelconque , et cela au moyen de quelques nombres simples dont 
on suppose que la conoeption immédiate eat donnée; et par coor- 
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séquènt que c'est sur ce priacipe que se fondent , avec plus ou 
moins de conscience logique y tous ceux qui emploient cette opé- 
ration. — Quant à la Umite des nombres simples dont on suppose 
ainsi avoir la conception immédiate y elle est évidemment arbî^ 
traire^ et dépend des secours séméioiiques que l'homme peut em-* 
ployer pour la reculer indéfiniment. Mais , en fiarisant abstraction 
de ces secours étrangers y il résulte de ce que nous avons dit plus 
haut^ que la limite logique etdonn^ à priori^ est celle du nombre 
deux ; de manière que le sybtkme binaire est le système primitif 
de numération^ indépendant de toute cooftidéraiîon éfa*angère à la 
nature des nombres. 

Il nous reste ici à observer que le schéma (a6) de l'opération 
arithmétique de la numération ^ est nécessairement et évidemment 
le principe de tous les^ autres procédés arithmétiques proprement 
dits, et nommément de six (et non quatre) aÈoLES arithmétiques 
correspondantes aux trois algorithmes primitif, l'addition, la 
soustraction, la multiplication , la division, les puissances et les 
racines. — C'est de ce principe qu'il &ut et qu'on peut, avec 
facilité, déduire ces règles arithmétiques ; et Ton voit ctairement 
que, sous ce point de vue, toutes les questions oiseuses quV>n a 
fiiites sur les procédés de ces règles , par exemple , pottrquoi U 
division commence du côté gauche, tombent d'elles-mêmes^ 

En second lieu, pour ce qui concerne l'algorithme des &cto-«* 
rielles , il est évident que , toutes les fois que l'exposant d une 
quantité est transcendant ou seulement irrationnel, il est impossible» 
de concevoir immédiatement la génération de la quantité qui eu 
résulte; parce que, dans ce cas, l'exposant en question qui sert 
à déterminer la génération par graduation , se trouve , sinon indé«^ 
terminé absolument, du moins indéfini dans sa propre génération» 
Mais , les lois des nombres portent sur la continuité algorithmique ^ 
qui précisément y est introduite^ par la Êiculté de la raison, au 
moyen de l'algorithme de la graduation : il est donc impossible 
d'avoir la conception immédiate de ces lois , prises dans toute leufr 
étendue , au moyen du simple algorithme de la graduation ; et 
nommément , dans le cas où l'exposant de graduation est lui-même 
un nombre produit par cet algorithme^ un nombre transcendant ou 
^eulenïient irrationnel. Ainsi, il se présente encore ici la nécessité 
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de déterminer mëdiatement cette conception; et celte détemUinâ*- 
tion se trouve requise pour la possibilité même de la Théorie de 
TAlgorithmie , et particulièrement de la Théorie de l'Algèbre, qui 
a pour objet spécial les lois des nombres. -—Or, c'est l'algorithme 
des factorielles y formant une branche de la Théorie de TAlgo- 
ritbmie ^ qui donne y à cette Théorie y le moyen de la détermina^ 
tion en question , ainsi que nous allons le voir. 

Soit la factorielle générale. ^ (27) 



En y faisant cesser Imfluence de l'algorithme de la sommation ^ 
c'est-a-dîre , en y faisant = 0, cette factorielle se réduit à la* 
fonction simple de graduation af^ := oc.x.x. . . ; la différence 
entre la factorielle et cette puissance étant évidemment dans 
ce que les facteurs x y («^ •+*?)> («^+2?)^ ^tc. de la facto- 
rielle, ont leurs secondes différences égales à zéro, tandis que les 
facteurs a:, j:, etc. de la puissance, ont leurs premières différences 
égales à zéro. Il s'ensuit que les facteurs élémentaires qui forment 
les principes respectifs de la possibilité des puissances et des fac- 
torielles , doivent différer aussi ; et nommément que les facteurs 
élémentaires des factorielles doivent être différens entre eux, et 
avoir la forme (a8) 

. O+^'-i)» 0+/*"-^)' 0+^'"-i)> ^'<^'> 

f/y fjtf'y iJi!"y t\c. étaut dcs quantités différentes, assujéties à une loi 
dépendante des quantités or et ^ qui entrent dans la formation de la 
iiaclorielle*Or, lorsqu'il s'agit d'un nombre provenant d'une génération 
de graduation, dans laquelle l'exposant est transcendant ou irrationnel, 
il est évident, comme nous l'avons déjà observé, qu'on ne saurait 
en .avoir une conception immédiate , au moyen de l'algorithme 
même de la graduation , parce qu'il &udrait décomposer les fac« 

leurs élémentaires et constans (i 4-;t.— j de cet algorithme (6), 

en une infinité d'autres, et ces derniers en une infinité d'autres 
encore, et ainsi de suite à l'indéfini. Mais > il est égalenient évident 
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qa'on peut toujours donner aux quantités ytt', ft", ffc% etc. qui entrent 
dans les facteurs élémenlaires des factorielles (28)^ une détermination 
progressive^ telle qu'en prenant une partie définie ou rationnelle 
de la totalité de ces facteurs^ on ait, pour leur produit, une quan- 
tité algorithmique quelconque. Ainsi , n'exigeant que des nombres 
définis ou rationnels, les factorielles peuvent servir réellement, à 
la détermination de toute quantité algorithmique, considérée dans 
sa continuité indéfinie ; et par conséquent , elles peuvent servir a 
déterminer la conception des lois algorithmiques elles-mêmes. 

C*est là le caractère distinctif de l'algorithme des factorielles. 
— î Déjà Vandermonde (*) , à qui nous devons la première idée 
des factorielles et des facultés en général , en avait fait l'application 
à la détermination théorique du nombre philosophique ^ de la 
théorie des sinus , au moyen des nombres définis et simples i 
et a ; il avait trouvé 

Depuis, Kramp (**)> à qui nous devons l'idée de l^importancé 
des factorielles, en a donné la théorie, et en a fait une application 
distinguée à toutes les fonctions circulaires élémentaires , ainsi qu'à 
la détermination d'intégrales des ordres supérieurs ; et il ne nous 
reste que le souhait de 'voir les géomètres donner plus de déve«- 
loppemeiît à l'algorithme des factorielles, et employer, dans toute 
la Théorie de l'Algorithmie , cet instrument nouveau , essentiel à 
l'Algorithmie , et rigoureusement général. 

Nous avons déjà dit que nous parlerons ci-après de la loi fon- 
damentale et des circonstances philosophiques de la Théorie des 
factorielles, lorsque nous connaîtrons le principe de la génération 
des facultés en général. Mais, pour compléter Texpositidn de la 
conception de l'objet de cette théorie, pour laquelle nous avons le 
schéma algorithmique (^5) ou (27), nous devons joindre ici le 
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(^) Mémoires de tActtâéTnie des Sciences de Paris, de l'année 177^, pm^ 
mière partie, 

(^^ Analyse des Réfractions astronomiques et terrestres. — • Élémens d'Aritk^ 
méiique imiytrseUe. 
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schéma philosophique qui , comme celui (6) de Talgorithme de 
la graduation , sert de principe à la possibilité des âctorielles. 
Nous allons le déduire , comme cas particulier^ du schéma phi- 
losophique général qui sert de principe à la possibilité de toutes 
les Acuités algorithmiques. 
Soit la £aculté algorithmique générale (39) 



ç désignant une fonction quelconque de x. Soient de plus 0,7 
@ft9 03, etc. les nombres connus sous le nom de nombres de 
Benioulli y déterminés par les relations dont la formule générale ^ 
est (3o) 

+ etc. , 

n étant un nombre entier qackonqae, depuis un jusqu'à V infini f 
c'est-à-dire , 

0j = o, 

04 = — T5Ô> . . 

• 

Spit enfin oo le nombre infini des facteurs élémentaires dont le 
produit forme le premier &cteiir de la faculté générale (29) y savoir^ 
la fonction <pj? j et /x le nombre qui exprime le rapport du rang 
d'un facteur élémentaire quelconque^ avec le nombre infini oo, 
•^ Nous aurons^ pour le facteur élémentaire de la £aiculté géné^ 
yale (29) > correspondant au nombre fi^ Texpressipn^ .... (5 1) 

Cest Wk le schéma philosophique qui sert de principe à la pot» 
fltbilite des facultés en général p et dont le schéma (6) de l'^go-* 
rithme de 1^ graduation iji^est qu'un cas particulier^ celui où ^fSSQ 1 



08 = O, 


0, = 


= 0, 


0«=4-rrï; 


0.,= 


— _1_ ■ 


0, = o, 


0u = 


= 0, 


'='« — ^ •*« » 


©»= 
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e'eêt en effet de ce principe que dérive la possibilité de consi-» 
dérer, dans les facultés algorithmiqnes ^ l'exposant m comme un 
nombre quelconque ^ entier ^ fractionnaire y positif ^ négatif ou 
zéro (^). — « Nous donnerons^ dans la seconde partie de cet Ou-* 
vrage^ la déduction de ce schéma philosophique général, sur lequel 
se fonde toute continuité algorithmique^ et par conséquent toute 
TAlgorilhmie. 

Or y dans le cas le plus simple des facultés y celui des facto- 
rielles^ on a 9a:=:x; et la formule générale précédente (Si) 
donne (Sa) *^ 



en désignant en général par AS la fonction 



X + //Ç 

(55) 



e,-S •+- ©^.H* H- ©s.E' -+• ©4.3* 4- etc. ; 

et c'est aussi ce qu'a trouvé Kramp pour le cas particulier dont 
il s^agit, celui des factoriellcs ^ sans cependant y avoir ajouté la 
signification de facteur élémentaire. 

Procédons enfin aux algorithmes dérivés médiats^ ou aux algo- 
rithmes transcendans élémentaires^ les logarithmes et les sinus. 
— « Commençons par Texamen des LdoARiTHHES. 

La transition de la numération aux fitcultés y dont le schéma i 
tel que nous l'avons présenté , est (34) 

^jc, + ^1,4- ^J?s.+ etc. = ç {ar, X JT. X X, X etc.) , 

forme proprement la coircspTioir oininkL-R de l'objet des loga--: 
rithmes ; et l'expression que nous en avons déduite pour ces fonc- 
tions, savoir (35) 



for 



ï/a— I 



(^ On voit maintenant que les facultés algorithmîqnes peuvent ^ comme let 
puissances, avoir leurs irrationnelles^ et cela , comme les puissances, en vertu d'elles* 
mêmes , et non parce qu'elles sont 8nsceptS>l«s d^interpoiatioB , comme fa ciu la 
Conunîstton de Tlnstifut de Fraaca ^ qû a j«gé la Techob de FAlgoriAmieV 
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est la LOI FONDÀMENTALiE de la théorie des logaritlimes. — Mais y' 

dans cet état, celte loi se trouve encore dans sa simplicité primitive. 
En effet , il faut observer qu'en prenant la racine m des deux 

membres de Fégalité fondamentale a =: Xy nous n'avons pris que 
Ja racine réelle de a , en considérant d'ailleurs cette dernière quan*- 
tité comme positive ; ce qui revient à supposer que les facteurs élé- 
mentaires de la génération par graduation de la quantité a, sont 
tons réels et positifs. De plus , nous n'avons considéré Iç nombre x 
que dans son état positif. — Il nous reste donc à déterminer Vex^ 
pression générale et collective^ de la loi fondamentale des loga-^ 
rithmes ^ à la déterminer telle qu'elle embrasse toute l'étendue de 
la théorie de ces fonctions, et nommément les trois circonstances 
générales : i"". celle oii les facteurs élémentaires de a sont consi- 
dérés comme pouvant être quelconques , positifs ou négatifs , réels 
ou idéals; 2"^ la circonstance où la base a est considérée indiffé* 
T.emment comme positive ou négative , réelle ou idéale ; et 5*. la 
ipirconstance oii le noxnbre oc est de même considéré indistincte- 
ment conmie positif ou négatif, réel ou idéal. 

Désignons toujours par le signe radical ^ la racine réelle d'un 
nombre considéré comme positif, par l'exposant fractionnaire un£ 
racine quelconque en général, par X le logarithme naturel et gé?- 
jiéral de tout nombre ; et désignons de plus par l le logarithme 
naturel et réel d'un nombre considéré comme positif, tel qu'il résulte 
de la loi simple (35) que nous connaissons, déjà. — - Nous aurons 
d'abord , en vertu 4e cette loi simple , pour le cas des logarithme» 
jÇ^turels^ l'expression. . • • • • C'^) 



étant considéré comme positif. Ensuit^, en vertu des expres?f 
Hons (17) > nous avon^ en général , (Sy) 

f étant un nombre entier quelconque, positif, négatif qn ^érq^ 
p\ nK le nonoJbre donné par re?cpre;sion • «(^7)' 
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*« j^.{(n-N/::iT)=-(:i-v^:r7) }. 

, Enfin 9 €n multipliant les expressions (56) et (37), Tune' par l'autre; 
cm obtiendra l'expression ••«•... (38) 



^jr f 



Or y si Ton a la quantité (— -1)^.^^ qui est indifTéremment posi<* 
tive Ott^Jtiégative ^ suivant que / est pair ou impair ^ et <jpyie Ton 
/lO&uille en prendre une puissance telle, que cette puissance soit 
'egale*à une quantité quelconque x donnée, on aura , en désignant 
-encore par ^x la fonction de x qui forme Texposant de cette 
puissance , l'égalité en question 

«t prenant une racine arbitraire m des deux membres de cette 
égalité^ on aura 

^ Ainsi ^ en substituant, dans le premier membre de cette dernière 

relation, la valeur de ( — i)^.^ donnée par l'expression (38), et 
«n développant le binoriie^ on obtiendra « • (39) 

Mali, quelque grands que soient le nombre / et la quantité cpx^ 

on pourra toujours jH^endre le nombre arbitraire m assez grand 

pour que , dans le second membre de cette dernière égalité , tous 

' lés termes disparaissent devant le premier. Donc , en désignant 

par 00 ce nombre indéfiniment grand employé pour m, ou aura 

. • • . (40) 

I 



,«••.• 



J-jV^-i-hla 



iS 
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et telle sera Texpression de la loi fondamentale et générale de tonte 
la théorie des logariUiaaés*, en obsenuint que <pat est ici le loga- 
rithme du nombre x y pris dans le système dont la base • est 

Voici les CIRCONSTANCES iitmÉDiATES qoi résultent de cette l^i*. 
— Pour ce qui concerne la base logarithmique^ lorsque d'abord 
cette base est positive , le nombre / doit -être considéré comme 
pair, y compris zéro; et l'on voit que, dans le cas de / = o, la 
loi générale (40) se réduit à la. loi sknplè (35]) que nousi avons 
trouvé^ en premier lieu«. On voit aussi que, lorsque f stest pas 
zéro , le logarithme de x est idéal ; et l'on conçoit &oilement que 
les cas de ces valeurs de / difierentes de zéro , répondent à la 
considération des facteurs élémentaires de la base (-f-^)> différens 
des facteurs élémentaires positifs et réels. Lorsque la base loga^ 
rithmique est négative, le nombre / doit être considéré comme 
impair , et ne saurait être zéro^ de manière que le logarithme de x 
est alors nécessairement idéal , excepté le seul cas ou le nombre x est 
égal à la base logarithmique. — Four ce qui concerne ce nombre Xy 
en le considérant d'abord comme réel , si l'on substitue, dans l'ex-* 
pression (58), x pour a el ç pour /, on obtiendra 

et là loi fondamentale (40) donnera* (40 

* r. — 1/ — i.+ /a: 



log((— 7/-^) 



f.-V'— i + /a 



Ainsi , lorsqu'il s'agit du logarithme d'un nombre négatif , r doit 
être considéré comme un nombre - entier impair, et ne peut être 
zéro; et le logarithme en question est évidemment idéal, et se 

réduit a la quantité radicale V^-— 1 . Lorsqu'il - s'agit au contraire 
du logarithme d'un nombre positif, ç doit être considéré comme 
un nombre entier pair,, y compris zéro; et faisant abstraction de 
la base logarithmique , le logarithme en question peut avoir une 
infinité de valeurs, correspondante a l'infinité des nombres arbi- 
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tnires €f rtieixn dont il n'y ji qu'une seule réelle.^ celle qui cor- 
respond à ^ ss o. — - Quant aux logarithmes des quantités idéales ^ 
fioit^ suivant l'expression (i6) de la forme générale de toute quantité 

idéale^ ar ss et •+- jS V^— i ; on obtiendra 

r 

Mais , TU les développemens des logarithmes qixe nous ayons dé- 
duits en traitant de ces fonctions ^ on a 

<et Ton peut prouver fiicilement , dans la théorie des sinus, qu'on a 

* «n déngnant toujours par T le rapport des fonctions sinus et 
cosinus, ou ce qu'on nomme tangente, et par Tahréviation réc. 
la fonction réciproque d'une fonction quelconque. On aura donc 

et substituant celte valeur pour x^ dans l'expression (40) de la loi 
fondamentale des logarithmes, on obtiendra définitivement. • . (4^) 



îog.(ctH-^ 



V— =^' ^ • 



Ainsi, le jk^iffithme d'une quantité idéale 7 ^st également idéal ^ 

et se trouve encore réduit à la quantité radicale V/— i. 

'&! «employaqit cette dernière expression (4^J» on ,pouitait, sui- 
vant les mêmes procédés, obtenir, pour la loi fondamentale de U 



% 
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théorie des logfirithmes ^ Texpressios la plus générale (43) 



iog.{(-iy.(x+j^v^=T)}= 






OÙ 1*00 suppose qne la base du système logarithmîcjue est...., 

( — i/. (fl-f- A s/ — 0, et que Xyf yaeib sont des quantités réelles 
et positives. — • Cette dernière expression , en y joignant celles des 
valeurs de /(jc*+^) et /(«*-f-î*), savoir, 

contient évidemment toutes les autres expressions logarithmiques, 
et forme ainsi le principe le plus général de toule la théorie des loga-- 
rithmes. De plus, cette expression étant déduite de la simple théorie 
de la graduation , sans dériver nullement de la théorie des sinus, 
donne, dans sa déduction, la vraie métaphysique de la théorie 
des logarithmes. — • Nous disons que cette expression ne dépend 
nullement de la théorie des sinus, quoiqu'elle contienne le nombre "tc 

et la fonction ^^'<^-r^=;jJ> ^t cela, parce que, dune part, le 

nombre ^tc n'est considéré ici que comme donné par l'expression 
de graduation (Sy)', et que, d'une autre part, la fonction 

réc, 17"=- j n^est considérée ici que comme formant une exprès** 

sion abrégée et générale de la valeur numériqiie du développement 

(0-K:)'+ia)--- 

En général , nous devons observer que , lorsque nous nous servons 
de fonctions étrangères aux théories que nous traitons, c'est iseu* 
lement pour abrégeiL les expressions; par exemple, lorsqu'en 
donnant la déduction des 'quantités idéales , nous avons employé 
le logarithme de m dans l'expression (ii), ce n'a été que pour 
attacher une signification immédiate à la quantité /jl que donnait 
le schéma (6). ' 



\ 
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Euler (^) , en ramenant les logarithmes à des fonctions circu- 
laires ou à la théorie des sinus ^ pour décider, la discussion entre 
Leibnitz et Bemoulli ^ n'a fait que trancher le nœud ; et il &ut 
Tavouer y la vraie métaphysique de la théorie des logarithmes est 
restée inconnue jusqu'à ce jour. Nous nous contenterons d'allé- 
guer, pour preuve^ le doute manifesté récemment par Kramp^ 
sur Iç ^héorème Irès-simple Z(— a:)=Z(— i)-+-X(-f-j:). — On 
Yoit actuellement que ce théorème rentre dans l'objet même (34) 
de la théorie des logarithmes y et qu'il se trouve ainsi lié à la nature 
de ces fonctions; mais^ si Ton voulait en voir la génération algo- 
rithmique, il suffirait d'examiner l'expression (41) , et l'on trou- 
verait /en y supposant successivement x=^i et c = o, et en ne 
prenant que les logarithmes naturels y les relations séparées 

Z(— i) =ç«~ V— ^i, et Z(+jc)=:/lr^ et par conséquent, en 

vertu de< la même expression ( 41 ) > la relation composée 

Lf( — i/.«arj =Z(— 1/4--^(+'^) > ^^^ laquelle ç peut être 
un nombre entier quelconque^ pair ou impair. 

Procédons^ en dernier lieu^ a l'examen des sinus. — La transi- 
tion des facultés à la numération y dont le schéma y tel que nous 
^ l'avons présenté ^ est. . . . (44) * 

(fûCi X (^x^ X cars X etc. = (pr{jc, 4. jc, -f. j:, 4. etc.} , 

forme propremeift la conception gcnérale de l'objet 4es sinus; 
et Texpression cpie nous en avons déduite pour la fonction <pa: ^ 
savoir, (45) 



(px 



cF^-^ = Fx +fx. V±T , 



est la LOI FONDAMENTALE dc la théoric des sinus, loi c[ui donne; 
pour les deux fonctions Fx etjxy impliquées dans cette théorie, 
et formant proprement les deux fenctions conjointes de cosinus 
et de sinus, les expressions. ••• • (46) 



O Mémoires de VAcadémie de Berlin^ de Tannée 1749* 



^ 
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Maïs, cette loi fondamentale (4^j ^^^^ <iue les expressions (46) 
qui en dérivent, ne se Irouvent encore qne dans leur simpUcite 
primitive, comme nous allons le voir^ en nous bornant ici au 

cas dans lequel la base a est le nûcdbre philosepfaiqme e=^i «f-^ V, 

tX dans lequel Ton ne considère que le radical \/ — i. 

Nous avons recomm qu^il existe un nonâ>re réel «?r, qui rend 
possible 1 égalité |/hflosophique 

et qui cdoniie amsi une signification à la puissance transoendante 
6»i?^, savoir^ 



m étant un nombre entier quelconque , positif, négatif, ou «éro. 
Or , en substituant cette valeur 4e e^^''^ dans l'expression (45) , 
on obtiendra , pour la' loi fondamentale de la théorie oies sinus , 
l'expression plus générale (47) 



mx 



laquelle donnera (48) 



mx mx mx fttx 



ea 4^gnant par Sx le sinus ou la fonction^, et par ^a: .^le cosinus 
ou la fonction Fa:^ pris Ton et f antre dsns loote leur généralité. 

Xtes résuhalB qui proviennent de ces expressions nouvelles , joints 
à ceux que nous avons déjà déduits des expressions (46), en irai* 
tant la théorie des sinus, sont proprement les circonstances 
iMHfniATss formant la troisième partie de cette théorie. — Or , un 
des résultats inmaëdiats et principaux des expressions générales (43) 



l 
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est la géiiéiAtion: périodique des valeur» dtos fouctioilft Sx et 
âS^;r^ contenue dans les limites de xzsz/inC et :vs:(/id= i)'7r'> 
lA ëtani un nombre entier quelconque^, positif , négatif , ou Mro; 
en effets substituant fMT pour x^ ces expressions donnent les quan*» 
tités constantes 



a|/— j 



^mt._ -n^Py^ ^^ ^^ i- (1'^+ 1"'"'') = 1; 



Nous avions déjà déduit^ des expressions (46)9 cette périodicité 
dea- valeurs, des fonctions sinus et cpsinus^ mais d'une manière 
médiate-; et nous avons observe qu'elle fonne un* des. caractères 
distinctifs des fonctions dont il s'agit. *-^Un autre résultat immédiat 
des expressions: (48) ^ qui n'est pas moins important^ c'est la pIuiF 
ralité indéfinie des valeurs des fonctions sinus et cosinua^ corres:- 
pondante à Tinfinité des valeurs du nombre arbitraire m qui entre 
dans ces- expressions : ce résultat , entièrement nouveau , est très- 
remarquable ; et qu'on ne s'imagine pas que le nombre arbitraire ;7i 
se détruit entre les deux termes .qui forment les expresaions' (48)- 



mx 



En effets si l'on développe les quantités exponentielles i^ et 



mx 



, on trouvera 

et puisque^ suivant (40,> ^^ * £i=rç^'V/— ■!> C étant un nombre 
entier arbitraire y y compris zéro ^ on aura (49) 

1 a. a. 5 1. a. 3. 4.5 ' 

l,fl ' i.a.3.4 

m étant toujours^ un nombre ' entier arbitraire^ positif^ négatii^ ou 
zéro. — - Il est donc vrai réellement qu'en considérant les fonctions 
des sinus -et des cosinus, dans^ toute leur généralité, algorithmique ^ 
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comme dérivant de la question philosophique (44) de la transition 
des facultés k la numération , ces fonctions ont une infinité de va-- 
leurs différentes pour chaque râleur de la variable x. On voit , 
déplus^ que si Ton désigne parles abréviations sin. et cos. celles 
de ces valeurs qui correspondent à /71 = i , et qui forment le cas 
simple et particulier des sinus et des cosinus^ qu'on a trouvé dans 
la Géométrie ^ on aura eh général (5o) 

Sx ?= sin. mx y et S'x =: cos. mx. 

Ce serait ici le lieu de déduire les principes métaphysiqnes pour 
la formation générale des fonctions S ei S^ dans les cas où la valeur 
de la variable x devient multiple , savoir y pour la formation des 
fonctions S(ixx) et S'(nx)y au moyen des fonctions Sx eiS'xy 
et réciproquement; mais l'espace nécessaire nous manque dans 
cette Introduction. 

En traitant la théorie des équivalences , nous avons trouvé, 
pour le acteur général du développement par graduation de la 
fonction x^+ ( — 1 )■ , l'expression 

n + i _ - / . n+i 

jC — COS. — • — ."TC ~^ V— i*siQ- — • — '"^^ 

m pouvant être une quantité quelconque , et n un nombre entier^ 
pair ou impair^ positif , négatif, ou zéro. Donc^ si l'on avait 
jc««^(_ i)"5=so, et par conséquent 

on aurait 9 pour les valeur^ dune racine quelconque m de l'unité 
positive ou négative , suivant que (/i-f-x) serait pair ou impair, 
l'expression générale (5i) 

r(_,)-+«v — cos.î^±^.^ + v^:rr.sin. î^.^; 

et cette partie de la théorie de la graduation se trouverait ainsi 
ramenée à la théorie des sinus. De plus, puisque 



(e'^""*)*=:— I, et par conséquent e * =( — i)". 
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/ étant un nombre entier quelconque y on aura , en prenant le 
logarithme des deux membres de la dernière égalité^ l'expres- 
sion (5a) 

et cette partie de la théorie dés logarithmes se trouvera encore 
ramenée à la théorie des sinus. — Ce n'est que sous ce point de 
vue de la théorie des sinus , qu'on a connu les expressions (5i) 
et (5^) : cependant 9 les théorèmes qui en sont les objets, subsistent 
et doivent subsister d'une manière indépendante de cette théorie^ 
ainsi que nous l'avons vu plus haut. 

« 

Pour compléter cette métaphysique de la théorie des sinus, il 
nous reste à faire une observation majeure. — Le principe dont 
nous gommes partis pour déduire la théorie des sinus , est 

Mais ce n'est là que le cas le plus simple du principe général de 
cette théorie. En effet, nous avons vu que la. fonction exponen- 
tielle générale û^ satifait k la question (44) > T^^ est l'objet de la 
théorie des sinus; et alors, pour sortir de la classe des puissances 
immanentes et susceptibles d'une signification immédiate ^ et pour 
former ainsi un ordre transcendant de fonctions algorithmiques , 
nous pouvons prendre ^ pour la fonction exponentielle en question^ 



M 



la fonction transcendante générale (a^ — *)*; et nous aurons, pour 
le principe général de la théorie des sinus , l'expression . • • (53) 



en nous bornant ici au cas dans lequel la base a est le nombre 
philosophique ezpfi^ — }>6( ^^^ lequel Tgo pe considère que 

le radical V-— i . 
Or, développant cette fonction exponentielle^ on aura. . . . (54) 

36 
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An fti» An 

— — — 



^ar/-, _ ^^ ^f^x, V— I +/.*. V/^^ +/3^. V^ 



ftA-l 



............. 4-/«-:i^. V^^, 

to désignant "^^v f^x y f^x yf^y . . .f^^^x ^ les sommes des coeffi-* 
ciens des racmes — , — , ■=-, . . . — —- , de (— • i), et par Fx la 

somme des termes iadépendans de ces racines. De plus^ puisque 
les racines 

ftiB %n B» g» 

1 a 3 SA-i 

v^^, V— I, 



1, V— I 




ont chacune ^n valeurs différentes^ la relation générale (54) don- 
nera 2/1 équations différentes qui serviront à déterminer les un 

fonctions Fx y f^Xy f^Xy f^y /i.— ,jc, en fonctions de la 

quantité exponentielle qui forme le premier membre de cette 
relation y et des vt racines différentes dont il s'agit. — - Or ^ ce seront 
les fonctions Fx , fxXy f^x , etc. qui donneront , dans toute sa 
généralité^ la solution de la question philosophique (44) q^^ ^^^^ 
Tobjet de la théorie des sinus; c'est-à-dire que si^ pour abréger 
les expressions y on fait 



ftw 

/* 



f^x. yc::!) 



an— I 



en dénotant ainsi par 2 la somme des termes correspondans à 
toutes les valeurs entières et positives de ft, depuis /^s:i jusqu'à 
fts=;2/}-— i^ on aura en général (55) 



an an 



{Fx, H- S if^x, . V^^)} X {Fx, + 2(/^jf.. V— 0} X 



an 



{Fxi -H S (/ ar, . v/=l)} X etc. = 



an 



t 
I 



PHILOSOPfflQUE; 195 

x^y x^y Xzy etc. étant des quantités quelconques , qui peuvent être 
identiques. Dans le cas de cette identité y la relation générale pré* 
cédente se réduit à celle-ci (56) 



an sn 



et Ton conçoit facilement ^ vu Torigine (54) de cette dernière re- 
lation^ qu'elle doit avoir lieu pour une valeur quelconque de m, 
entière ou fractionnaire^ positive, négative, ou zéro. 

Or, les fonctions Fx, f^Xyf^Xyf^y etc., qui seront exprimées 

ftn 

au moyen de la quantité exponentielle a*^"~*, et des a» racines de 
( — i), seront évidemment des fonctions transcendantes, et for^ 
xneront différens ordres cokrespondans à la valeur , plus ou moins 
élevée , du nombre n qui entre dans Texposant de la racine idéale 



AA 



V~ I f et nommément y ces fonctions seront des fonctions trans-* 
cendantes du premier ordre , du second ordre , etc. , suivant que 
nz=\y nz:=m y etc. — Le cas le plus simple, ou le premier ordre 
de ces fonctions , est donc celui où i» ss i ; et c'est le cas d<es 
fonctions de sinus et de cosinus que nous avons examiné^ et 
qui, dans la Géométrie, trouve son application au cercle. Les 
ordres plus élevés de ces fonctions transcendantes , qui peuvent 
se présenter comme intégrales ou conmie fonctions inverses des 
différentielles et des gradules j ou autrement , n'étaient pas encore 
connus (^). •— On pourrait, en considérant ce système de fonc«- 

(^ G*e8t peut-être à ces ordres supérieurs des fonctions de sinus , qu*appar*- 
tiennent les transcendantes elliptiques de Legendre. S*il en était ainsi, et quo 
ces transcendantes elliptiques fussent de véritables fonctions primitives , et aon 
de simples fonctions dérivées , leur découverte ferait une époque dans la science, 
et viendrait se ranger immédiatement après les quatre découvertes fondamentales , 
faites depuis la découverte du calcul différentiel, savoir^- Texpression algorith- 
mique des sinus du premier ordre par Euler, la méthode des variations par 
Lagrange, les équations de congruence par Gauss, et les facultés algorithmiques 
par Yandermonde et Kramp. Mais, dans ce cas, on désirerait que le savant auteur 
des transcendantes elliptiques, ramenât ces fonctions à celles de l'expression (54) 1 
et qu*il montrât qu'elles satisfont » immédiatement ou médiatement , à la relation 
fondamentale (55). 
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tions transcendanted dans toute son étendue y nommer en g^ëral 
cosinus ]a fonction JFxy et sinus les fonctions ^x^/àj?^/^^ etc. ; et 
spécialement^ premier sinus la fonction^x^ second sinus la fonction 
jfa^, troisième sinus la fonction y^x^ et ainsi de suite. 

Il faut observer ici que les fonctions de logarithmes ne présentent 
point ^ comme les fonctions de sinus ^ des ordres différensde leur 
état transcendant^ et cela^ parce que l'exposant m qui entre dans 
leur formation^ et nommément dans l'expression (Sg)^ ne peut 
recevoir qu'une seule détermination^ celle dune quantité infinie; 



SB 



tandis que la racine idéale \/-— i qui entre dans la formation des 
fonctions, de sinus ^ peut recevoir ^ par les différentes valeurs de n, 
des déterminations différentes y lesquelles précisément donnent lieu 
aux différens ordres de ces fonctions. 

Il faut encore observer qu'en vertu de l'expression (5i), on a 
en général (Sy) 



an 



f van 



= ((- oT = 



COS. 



fxpi 



-hV- 



X • sm. 



fApir 



4n ' ^ 4n' 

f étant un nombre impair quelconque, positif ou négatif; de ma- 
nière qu'en donnant à / les valeurs successives i , 5, 5,. • .(a/j — i), 
prises positivement et négativement, les un racines de (— i), éle- 
vées à la puissance ^c^ , se trouveront exprimées au moyen des 
fonctions transcendantes de sinus du premier ordre , et par consé- 
quent, que les fonctions transcendantes de sinus des ordres supé* 
rieurs, pourront être exprimées au moyen de celles du premier 
ordre. — Substituant donc cette valeur (Sy) des racines de (— i), 
dans la relation générale (54) y on aura ainsi (58) 



.t(c08 



4fi ^ 4nJ 



Fsc+nÇf^ 



l^r 



X . Icos. ■ , 



+-V- 



i.sm 






s dénotant toujours la somme des termes correspondans à toutes 
les valeurs entières et positives dejtt, depuis //t=i jusqu'à /x=an — i; 
et lelle sera la formule générale au moyen de laquelle , en donnant 
à / les valeurs des nombres impairs, orn pourra former les an équa-^ 
tions nécessaires pour déterminer les a» fonctions FxyftXyf^Xy 
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f^ y etc. dont ii est question. — Nous nous, contenterons de pré- 
senter les développemens de ces fonctions ; les voici : • • • • (5g) 

2*0 x^* cd^^ 

/i^ — 7n^ "^ jCam-i^ii nr jC4"-»-o.i' "^ ic^h-hou *t^ c»c*, 

^ a:* jc«iH>» ^ a:4-+^ a:»"-*''^ 

etc. , etc. ; et en général , 

a/* rc*""*"'* a4«+A* ^+A* 

en nous rappelant que /t ïie doit pas surpasser le nombre :2/t— »i. 

Pour terminer cet examen philosophique des fonctions transcen^ 

dantes élémentaires y nous observerons que l'expresssion . . • • (60) 

que nous avons trouvée pour la liaison des deux théories des fonc-> 
tions transcendantes de logarithmes et de sinus y contient l'expres- 
sion générale d'un logarithme y ramenée à la théorie des sinus. En 

effets si l'on fait 

g— I 1 ^ 

on en déduira 

et substituant ces valeurs dans l'expression (60) dont il est ques-* 
tion y on obtiendra. • . • . (61) 

expression qui peut facilement être ramenée à l'expression géné- 
rale (43) que nous avons déduite de la simple théorie de la gra- 
duation. — C'est précisément sur la relation (60) des logarithmes, 
avec les sinus y que se fondé l'explication des logarithmes donne'e 
par Euler^ qui a été mentionnée plus haut. 



I 
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- Voilà ce que ilous avions à observer concernant la partie élé-* 
mentaire de la Théorie de rAIgorithmie y en la considérant sous le 
point de vue transcendantal. II nous reste à jeter un coup-d'œil sur 
cette preipière partie de la Théorie de rAIgorithmie y en la consi- 
dérant sous le point de vue logique; car^ il faut observer quon 
peut^ comme pour la partie systématique de la Théorie de l'Algo-^ 
rithmie, se placer dans deux points de vue différens pour consi- 
dérer la partie élémentaire de cette Théorie. — Nous n'avons pas 
voulu y en traitant cette première partie , indiquer distinctement 
les deux points de vue dont il s'agit ^ pour ne pas nous occuper^ 
dès le commencement, de recherches trop métaphysiques; mais, 
d'après ce que nous avons dit de ces deux points de vue , concer- 
nant la seconde partie , la partie systématique de la Théorie de 
rAIgorithmie^ on conçoit Êtcilement qu^il doit en être de même 
par rapport à la première partie , par rapport à la partie élémen- 
taire de cette Théorie. Nous pouvons nous dispenser ici de répéter 
les argumens que nous avons allégués pour fonder ces deux points 
de vue ; ainsi , procédons immédiatement a leur exposition. 

Le point de vue transcendantal de la Théorie de l'Algorithmie , 
sert à découvrir la génération même des quantités algorithmiques ; ' 
et le point de vue logique de cette théorie , ne sert à découvrir 
que la relation réciproque de ces quantités : la première , la géné- 
ration des quantités^ est l'objet de la Théorie de la gonstitutioic 
algorithmique; la seconde, la relation des quantités, est l'objet 
de la Théorie de la comparaison algorithmique. -^ Or, nous 
avons déjà vu que la relation réciproque des quantités algorith- 
miques, étant considérée en elle-même et dans toute sa généralité, 
consiste dans I'egalité ou I'inécalite des quantités; et que c'est 
par la circonstance de la réunion systématique des algorithmes pri- 
mitifs et opposés , que l'unité logique de cette relation reçoit une 
détermination particulière qui rend equatiott ou inéquatioic la 
relation générale d'égalité ou d'inégalité. Nous avons vu de plus 
que la relation dont il s'agit, considérée dans l'état de détermi- 
nation qui la rend équation ou inéquation , fait l'objet de la com- 
paraison algorithmique d^ns la partie systématique de la Théorie 
de l'Algorithmie ; et nous conclurons facilement que la même rela- 
tion, considérée en elle-même, dans la simplicité élémentaire ou 



PHILOSOPHIQUE. 197 

elle forme régalité et rînégalité , doit être l'objet de la comparaison 
algorithmique dans la partie îélementaire de -la Théorie de l'Algo^ 
ritfimie..-— C'est donc cette dernière relation, Tëgalité et l'inégalité 
dans leur simplicité primitive ou élémentaire, qui fait l'objet dont 
il est question. 

Mais, nous avons déjà remarque que la relation réciproque des 
quantités algorithmiques , considérée comme simple égalité ou 
inégalité, ne saurait avoir des lois différentes des axiomes mêmes 
de l'Algorithmie ; d'où il s'ensuit que l'égalité des quantités algo- 
rithmiques, en la considérant dans la simplicité élémentaire dont 
il s'agit, ne peut avoir que les lois de l'idenlité, et par conséquent, 
que l'inégalité de ces quantités^ qui implique une diversité, peut 
seule former l'objet d'une considération particulière. — • Or, c'est 
la détermination de cette diversité impliquée dans l'inégalité en 
question ^ qui constitue ce qu'on nomïne rapport des (/uantités. 
Ainsi , toute la théorie de la comparaison algorithmique , dans la 
partie élémentaire, de la Théorie de l'Algorithmie, se réduit à la 
Théorie des rapports. 

Trois parties se présentent encore ici : la classification , la com- 
paraison et la résolution des rapports; et cela, par les raisons que 
nous avons exposées plus haut. -«— Or , pour ce qui concerne , en 
premier lieu, la classification des rapports, il est visible , d'après 
la génération des quantités algorithmiques , que le principe de la 
spécification des rapports consiste dans la différence des algorithmes 
élémentaires primitifs. Ainsi, les différentes classes possibles de 
rapports des quantités, sont : i*. la relation des quantités A ou. B 
avec Cy dans l'algorithme primitif de la sommation j4+B:=:C; 
a*, la relation des quantités A om B avec C y dans l'algorithme pri- 
mitif de la reproduction A x, Bz=^C; et enfin 3*. la relation des 
quantités A ou B avec C, dans Talgorithme primitif de la gra- 
duation A :=z C. Le» expressions de ces trois classes de relation, 
considérées en général, sont, pour le rapport de sommation, 
C-^AzsiBy et C^^B^ssA'y pour le rapport de reproduction, 

--: = 5, et ^:=:A } et pour le rapport de graduation, r2^^=i?, 
I 

et C^ :=iA. Mais l'on voit, par ces expressions générales, que 



9t^^ Ê^. 
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la première des deu^c relations qui forment la troisième classe dç 
rapports , est identique avec les deux relations foranant- la seconde 
classe; de manière qu'il n'existe proprement que trois relations 
essentiellement différentes^ savoir, les relations identiques de cha«- 
cune des deux premières classes de rapports ^ et la seconde de^ 
deux relations de la troisième classe. On aura ainsi , pour les 
trois classes de rapports algorithmiques , entre deux nombres M 
et N , liés par un nombre P, les schémas (6a) 

x\ Rapport de sommation, (nommé rapport arithmétique)^ 

M[l^N, où M^NzrzP; 

a*. Rapport de reproduction, (nommé rapport géométrique^ ^ 

M\N, où ~^Pi 
S^ Rapport de graduation, (nommé rapport de saltation (^)), 

r 

M(:)JV, où M^=P; 

en dénotant ces trois classes de rapports par les signes [:], :, 
(:); si toutefois la considération des rapports est assez importante 
dans l'Algorithmie f pour quon leur attribue des signes parti- 
culiers (**). 

• Pour ce qui concerne , en second lieu , la comparaisobt des 
rapports, on conçoit facilement que le principe premier de leur 
corrélation est dans leur égalité. Ainsi, lorsqu'on a plusieurs rap* 
ports d'une même classe, ceux qui sont /égaux, donnent lieu à 
une comparaison ; et c'est cette corrélation de rapports , provenant 



(*) Cette dénomination a été employée par qoelcjues arithméticiens allemainls , 
dn moins dans des cas formant la transition du rapport de reproduction au rapport 
de graduation. 

(ff^ L'importance des rapports algorithmiques provient de leur usage dans 
TArithmétique. En effet , toutes les questions purement arithmétiques, doivent êtro 
ramenées à la considération simple des relations d'égalité ou d'inégalité y c^est- 
à*dire^ des rapports; taudis que toutes les questions algébriques doivent être 
ramenées à la considération plus compliquée des relations adéquation ou d*iné^ 
quation., — Cette remarque mériterait quelque attention de la part des auteur» 
des ouvrages algorithmiques élémentaires. 

de 
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de leur égalité y qui constitue ce qu on nonnne proportion. -«» Voici 
les schémas des trois classes de proportions : (65) 

I*. Proportion en sommation , 
a*. Proportion en reproduction , 

M, : iV. = il/^ ; iV. = ilfj : iV^3 = etc. j 

3^ Proportion en graduation ^ 

M,{:)N, =^ Af.(:)i7, = M,{i)N, = etc. 

Un cas particulier ^t remarquable des proportions , est celui ou 
M^=:N,j Ms=zNt,y M^zszN^y etc. Ce cas forme ce qu'on nomme 
PROGRESSION : OU pourrait Le désigner simplement ainsi:... (64) 

î*. Progression par sommation, D]-^«> -^â» ^3f ^4> etc.; 
a'. Progression par r^roduction^ : ilf», M^, M^y Af^, etc.; 
5*. Progression par graduation, (^i)M^y 3f., M^y Af^, etc. 

La troisième de ces progressions présente un ordre de fonctions 
très-remarquable. Soit m une quantité donnée ^ on aura unie pror- 
gression par graduation ...... (65) 



f» m"* 

ni fti vu 



:)/n, m y m , iw , etc.; 

et les quantités formant les termes successifs de cette progression ^ 
auront la particularité algorithmique de n'être point liées par la 
loi de continiuité. — Cette particularité^ qui mérite attention par 
rimportance dont elle est pour la métaphysique de l'interpolation y 
provient de ce que les quantités dont il s'agit y ne sont produites 
que par une considération logique y la relation réciproque des quan- 
tités; et non par une considération ^a/i^c^/i^/a/i/â/e , la génération 
même des quantités. PpUr distinguer ces fonctions singulières^ 

nous les désignerons par lia lettre hébraïque 7 , et nous les nom*** 
inerons lamedy du nom de cette lettre, en désignant de plus, par 
des exposans, le nombre des graduations qu'elles impliquent^- de 
'manière que la quantité fondant, dans la progression (65), le termi» 

?7 
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dont riudice général est x , sera dénotcd ainsi : 

Or 9 c'est en considérant cette quantité comme nne fonction de Xy 
qu'elle implique une discontinuité absolue ; c'est-à-dire^ qu'elle n'a 
aucune signification ou aucune valeur déterminée pour les cas de 
X fractionnaire. — Nous examinerons ces quantités dans la Pki-> 
losophie générale des Mathématiques. Quant a cette Introduction ^ 
nous nous contenterons d'observer que si l'on a la foncdou 
lamed 

on aura la fonction inveiye 

en désignant par l'exposant inférieur l'opération inverse de celle 
que dénote Texposant supérieur; d'où il s'ensuit que les fonctiona 
lameds^ considérées dans toute leur généralité^ sont. .'. • • (66) 

«n indiquant par les chiffres x eX a placés vis-À^vis des exposant, 
l'ordre de succession des opérations^ directes et inverses, dési^ 
gnées par ces exposans; et ces fonctions générales n'ont évidem* 
ment de signification que lorsque les exposans x ei jr sont des 
nombres entiers. — Voici les valeurs de ces fonctions pour les cas 
des exposans zéro et négatifs : . • • . (67) 

^\ \m\\ te I , ^: [/»37 's= o, ^;{w]7* Bx quant, idéale , etc. j 
et par conséquent. • . • . • (68) 

h\\y\\^^, VMI^—^> Î^; [quant, idéale]:, = m, etc. 

Pour ce qui concerne , en troisième et dernier Heu , la af sou7Ttoiv 
des rapports y il est visible que cette résolution est identique arrec 
ies opérations mtoies des algorithmes primitift desquels dérivent 
les rapports, et cela , parce que ces der niera , considérés comme 
simples relations d'inégalité ^ n'ont point de lots particulières , 
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comme nous Tavçns déjà dit^ et commç Cela eftt. évident par U 
nature même des rapports. 

Ici finissent les observations philosophiques que nous avions k 
ajouter^ concernant la partie élémentaire de la Théorie de l'Algo* 
rithmie. — Quan^ à la partie systématique de cette Théorie , «l'espace 
qui no.us reste dans les limites de cette Introduction, y ne nous 
permet plus de nous en occuper; d^ailleù^s^ il serait superflu de 
traiter ici^ suivant la méthode régressive ou analytique, les détails 
Concernant cette partie de la Théorie, de TAIgorithmie. Ce que 
nous en avoïis dit, suffit pleinement pour nous former une idée 
exacte de Tensemble et dte détails àe cette seconde branche géné- 
Hate de la Théorie en question : nous avons eu soin sur-tout 
de distinguer les trois parties principales de chacune des diverses- 
théories formant la partie systématique dont il s^agit. 

C'est ici le lieu, en terminant la Tliéorie de l'Algorithmie. ('^)v 
de faire une application des principes métaphysiques que nous avons 
déduits pour cette Théorie. -^ Noirs nous contenterons d'un seul 
exemple : nous le choisirotiS décisif. 

Kramp, un des premiers géomètres de nos jours (^*), donnant, 
la théorie des £sictorielles quil nommait alors /iicullés numériques ^, 
se trouva conduit, en suivant les. principes l^s plus avérés, à des 
contradictions inconciliables, à des résultats algorithmiques tout-* 
à-£ait absurdes ; et en conclut , avec conséquence , que jpes prin-» . 
cipes étaient niai fondée, et qu'il fallait peut-être ea tenir k une 
réforme complète de la partie la plus importante des principes 
mathématiques. Nous renvoyons , pour les détails , à l'ouvrage 
même de ce ss^vant géomètre (AnaL des Réfraoh asiron. j etc. , 

Chap. III.) : voici k[ fait priûcîpal. — La fkctOrielle générale a"''' 
peut être décomposée et développée ainsi qu'il suit s , 

I ■' ■ ■ > ■ ■ ■■ I ■ ■ ■ ; J. < ■ ,. I ,. „ . , I, ■ Il I , 

* ... 

(*) Ce serait encore ici lo lieu de donner » comice résuibé de. Texâmen «nar. 
ly tique qai a été Tobjet des observations que noaç venons de faire, le tab1e4tt 
dés dtférentes tspècîes dé quantités â!gorithmi<;(ues, provenant desdifférens aIgOt<- 
rkhmes poasiMes pour rkomtne* Mais il faudrait employer une nouvelle nomeî}^ 
cbture; circonstance, qui nous force de. supprimer ici .ce tableau. 

(**) Rapport du Jury de l'Jnjstitut de France , sur lés piix décennau:f. 
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Ay B^ Cy'etc. étant des fonclioiïs de FespoSânt nj et cette ex-^^ 
pression , conforme aux principes reconnus généralement , parait 
être Traie rigoureusement et dans tous les cas^ De plus y la série 

1 +-^.---f- etc. , qui forme le développement de la factorielle 



1 '% peut toujours être rendue convergente, et même aussi con- 
vergente qu*on peut le désirer. — Or , si les signes de la base a et de 
Taccroissement r viennent à changer , on aura cette autre expression 

qui sera évidemment aussi vraie et aussi générale que la première.: 
Donc, puisque les séries qui entrent dans ces deux expressions , 
sont identiques, on a nécessairement 

c^est-k-dire que le rapport des deux factorielles a""^' et (— û)"^-»^ 
doit être le même que celui des puissances a* et (-— aY. -^ De là 
Kramp tire les résultats suivans ; 

(-m)'» (-m)» (-1)' 



qui sont de véritaBles monstruosités mathématiques. — Pour expli- 
quer ces contradictions y Kramp a recours à tous les moyens que 
peut fournir l'AIgorithmie ; mais c'est en vain : ses propositions se 
soutiennent, malgré les considérations les plus profondes que peu! 
lui suggérer la science dans l'état où elle se trouve. Réduit ainsi 
k la plus absolue incertitude , ce savant géomètre révoque en doute 
les principes les plus universellement adoptés ; et donne , par là , 
une mesure de Tétat précaire et peu fondé de celte science par 
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excellence \ tpxù l'on considérait comme in£Edllible dans ses prin^ 
cipes et dans ses rësultats. 

C'est à la Philosophie (^). a dohner l'explication de ces contra^ 
dictions Traiment remarquables : la yoici. — Tout repose sur la 
considération fondamentale de la possibilité des lois algorithmiques^ 
et par conséquent sur la considération des facteurs élémentaires 
de la génération des quantités pat l'algorithme de la graduation; 
facteurs dont nous avons donné le schéma le plus général^ sou» 
la marque (Si). Or ^ suivant le schéma particulier (3a) qui ea 
dérive, nous avons *(^) 



yiac. élém. (a^^ ) 



% 

et suivant le schéma (6), qui est le cas le plus particulier dtf 
schéma général (5i), nous avons, d'abord, 

4 

fac. élém. (a") := ï -f- — .La\ 
et ensuite, en y joignant la considération de l'expression ($7)V 

Donc , en multipliant cette dernière expression par la seconde des^ 
deux expressions (69), on aura à. (70) 




■•i;)-0+i^C''+/^)-Aj^,}).. 



facJlém\{a^.\ '*)=ri-4rf.* 

/ étant un nombre entier, pair ou impair, suivant qpe a est po- 
sitif ou négatif. 

Or, en comparant l'expression (70) avec la première des deux 
expressions (69), on voit que lorsque a est positif, ces deux 



■taB 



(*) Il faut remarquer que les autres géomètres n*ont pas cherché à expliquer 
cette question; et que même, depuis Kramp^ personne que je sache n'en » 
£ait mention )tt5qu*i ce jom*. 



!i64 INTRODUCTION 

expressions peitivent être identiques ^ parce que / qui est alors pair ^ 
peut être considéré comme zéro ; de manière que y dans ce cas de* 
a p<»itil> on peut avoir réellement la décomposition 

^ •* 

quel que sôit l'exposant n^.entiet ou fractionnaire | positif ou né-^ 
gatif« Mais , on voit aussi que ces deux expressions , (70) et la 
première de (69), ne peuvent être identiques lorsque a est né- 
gatif^ parce que p qui est alors impair ^ ne saurait être zéro. U 
est vrai que le terme où entre p y dépend de la quantité infini- 
ment petite — ; mais y ce terme ne peut tiuHeitient être négligé 
dans cet état de relation , parce qu*il itnpliqjae. une quantité idéale ^ 
et donne précisément^ au facteur entier (i •+•/). — V'—i • -i-j , la 

signification d'une quantité idéale, — Ainsî^la factorîelIe(-— ^)'!'"'r. 
ne peut généralement^ pour toutes les valeurs de l'exposant iiy 
être décomposée de la manière supposée par Kramp^ que voici: 

• 

et par conséquent y etc. y etc. . . 
Four peu qu'on examine cette influence du facteur élémentaire 

et idéal Y I + p-^ V— i -^ji laquelle a dû nécessairement échap- 
per a Kramp^ dans l'état où se trouvait la métaphysique des 
Mathématiques^ on verra qii'en dernier principe, elle •coi;isiste 
dans la différence qui se trouve entre les deux quantités 

(_i)*=:i, et (— i)5=i4.p.^vc:7.±. ;. 

o étant considéré comme un zéra absolu .et — comme un zéro 

j^latify ou comme une quantité it^nimeni petite. Pour nous en . 
convaincre, observons que, suivant l'expression (5i), on a 
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ei par conséepieiit 

de manière que l'expression (70) peut et» mise sons la forme i^ix^ 
générale (71) 

foc. ^i#m. (a».i'*l«)3r:^ccw.^^-V**--ï*«n-f^}'X 

p étant un nombre pair ou impair , suivant que a est positif ou né- 
piXit — . Or ^ on Yoit , dans cette expression , que lorsque p est 

impair^ le facteur ^cos. ^ + \/-.- 1 .sin.^^ , qui est eu g'énéral 

• 

^.^ i)»^ est néceflsairemeot idéal lorsque p n'est pa» multiple dn 
nombre infini 00 ^ et qu'il est ( «^ i ) lorsque p est un multiple 
du nombre sd ; Taleurs qui j d'ailleurs , résultent inunédîatement 
de la déduction métaphysique que nous avons donnée ^us haut 
poui: la nattire des racines de'(-r" 1)* I^i>^<^9 etc., etc. 
Nous devons profiter de cette occasion pour engager. à remar<- 

quer la différence des quantités ( — 1 )* et ( — i )', dont la 
première est toujours réelle^ et dont la seconde peut être idéaU 
lorsque le nombre 00 peut être supposé pair. Toutes les fois que 

la quantité infiniment petite — doit être considérée con»rae une 
quantité y et ne saurait être considérée comme zéro y ainai que cela 
arrive dans la question précédente ^ la quantité ( — 1 )^ qui est 
exprimée par i+p.^ V^ — ^•S?^ ^^ P^^^ généralement par/. . . . 



COS. — + V~^*sîn. — , peut être idéale ^ ou (— •!)> ^t ne sau- 

xait être (-+• i)« 

Kramp tombe enOMre , .toujours en suivant les principes les plus 
généralement adoptés , daM une autre oontradiotiou 9 qui lui fait 
supposer que le théorème Z(— fl)rc=X( — i)-f-/i(-f-^) dont nous 
avons déjà paiié plus haut y n'est point fondé ^ et pourrait n'être 



\ 
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pas vrai rigoureusement. — * Nous laissons aux^géometres Iç plaisir 
d'expliquer cette nouvelle contradiction^ en appliquant les prin-* 
cipès métaphysiques que nous présentons dans cet Ouvrage : nous 
pourrons y revenir dans la Philosophie générale des Mathématiques. 
Procédons enfin à la Technie de 1,'Algorithm ie y cette seconde 
branche générale de la science des nombres ^ qui fera Fobjet 
spécial de la seconde partie de cet Ouvrage. 

Suivant la déduction architectonique générale » que nous avons 
donnée de la Théorie et de la Technie des Mathématiques , la 
Technie de l'Algorithmie a pour objet la mesure ou Y éifaluation 
des quantités algorithmiques y tandis que la Théorie de TAlgo-^ 
rithmie a pour objet la nature même ou la construction de ces 
quantités. — La Théorie est une spéculation où domine Ventent* 
* dément pris en général : son objets considéré métaphysiquement , 
consiste en ce qui est dans l'essence ou la construction des quan- 
tités algorithmiques. La Technie est une espèce exaction où domine 
la volonté : son objet , considéré de même métaphysiquement, con- 
siste dans ce qu il Jaut foire pour arriver à Tévaluation des quan- 
tités algorithmiques. 

Mais^ quoique cette déduction de la Technie de l'Algorithmie 
soit claire et fondée avec certitude , cherchons à la développer da- 
ifantage pour p:iieux en approfondir la nature. — r Tout ae réduit 
à reconnaître^ d'une part^ que cette branche de l'Algorithmie im- 
plîqufs la conception d'une Jin ou d'un but y et par conséquent^ la 
faculté de la volonté; et de l'autre , qu'elle repose sur des principes 
nécessaires. 

Voyons , en premier lieu , que la Technie de l'Algorithmie îm^^ 
•plique la conception d'une en, et par conséquent Tinfluence de la 
volonté 9 qui est la faculté des fins en général. 

Les differens algorithmes, élémentaires et systématiques , qui 
jEorment la Théorie de l'Algorithmie, sont autant de procédés in- 
tellectuels , possibles pour l'homme , qui constituent immédiate- 
ment la génération primitive ou la construction des quantités al- 
gorithmiques : les algorithmes éléinentaires , la sommation, la 
reproduction, la graduation, la numération, les facultés, les 
logarithmes et les sinus, qui forment la première partie de cette 
^Théorie , sont les procédés intellectuels élémentaires de la gépé*- 

ratioi^ 
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ration primitive ou de la constilictîon des quantités; les algorithmes 
systématiques, les différences, les gi^adés, les nombres et les équi* 
valences, qui forment la seconde partie de cette* Théorie, senties 
procédés intellectuels systématiques de la génération primitive ou 
de kl construction des quantités. Ainsi, jusques-la, rAlgorithmiâ 
se trouve indépendante de toute conception de fin ou de but , et 
par conséquent de la £actilté de la volonté , qui , comme nous 
Tavons déjà dit, est la faculté des fins en général : elle est encore 
simple spéculation , et ne se fonde , par cohséquent , que sur la 
faculté de Tentendement, prisé dans toute son étendue. Les quaa^ 
tités qui en proviennent , se trouvent ainsi données immédiatement 
par les différens algorithmes, élémentaires et systématiques, qui 
composent la Théorie de l'Algorithmie ; et ces procédés algorith^ 
iniques sont autant de phénomènes intellectuels. —«Mais; quoique 
les différentes quantités qui sont produites par la Théorie de TAl- 
gorithmie; soient données immédiatement par lés algorithmes par* 
ticuliers , simples ou composés , desquels dépend la nature de ces 
quantités, rien n'empêche qu'on ne puisse concevoir la génération 
des mêmes quantités, au moyen d'autres algorithmes, différens de 
ceux qui leur donnent leur détermination primitive ; et nonimé-^ 
meiat,pour remonter jusqu'à la première simplicité, au moyen de 
l'un des deux algorithmes primitifs, de la sommation ou de la- 
graduation. Or^ ceUe génération secondaire des quantités' algori^-- 
miques , étrangère à 'la génération primitive qui est donnée pai^ 
les * algorithmes formant la Théorie de l'Algorithmie , ne saurait 
être un produit d^ V entendement ^ lequel est précisément la facuho 
•de la génération primitive que nous venons de nommer; en effet ,^ 
la circonstance de cette génération primitive exclut i^écessairement^ - 
dans la même faculté , la possibilité de toute génération secondaire 
différente ,' parce qu'il y aurait , entre les fonctions de cette faculté 
intellectuelle, une espèce de contradiction, ou du moins une in- 
détermination qui e3t impossible. Ainsi, la génération secôpdaire 
de toute quantité, au moyen des algorithmes prîipififs et opposés, 
de la sommation ou de la graduation^ laquelle, considérée (f ailleurs 
comme simple conception, n'a rien de contradictoire , ne peut être 
qu'un produit de la volonté y une Jîn ou un but , du moius problér 
matique ; et c'est Yohteritioh de cette fin algorithmique , là gêné* 

23 
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r^tioo effective dt toute, ^aâtitë^ «« moftn de Von des deax algo«^ 
ritbmoa. priimtifs^ qui e$t le véritable objet de la TsCHnit vt 
VAi*<^orit0|iis* *^ Û est donc vrai que cette brancbe de TAlgo* 
rUhnie implique la conceptiou d'uue fia eu d'un bat, ^ par cou- 
^^quent j rinflttcuçe de la volonté ^ qui est la. faculté de» fins ea 

générai. 

Il faut ici obaecver que c'est cette géûératifou , secondaire , la 
yéuél*^tiou au nK>jren de Tua des deux iilgoriihmçs primitjkfis de 
^ute quantité doxmée par la Théorie de VAlgosithmie , qui lorme 
ce quou Doniiue pinsuaB ou ivAi«vikTiOiDr des quaiêttités ; tandis 
que la géné^aliQ{l^ primitive ^ celle au moyen défi difiereua algo* 
riibmes tfaéoriqffcea^cpuj c^ustMueot cette géuération primitive ^ibrme 
U VJkTVf^M' même ou la coNSTavcrioil dea quantités ;. et par con«« 
aéqueot^ c<imme nous Fa^oos avancé, que la nature ou U eoaatruc* 
tioo des quantités est l'objet delà Xbéorie de TAlgorithiiHe, et que 
la luesui'e ou PévaluatioA des quantités est l'objet de la Technte de 
l' Algo^itbmie. 

Voyons, en s^ond lieu, que la Technie eu question repose sur 
'des principes uécessaireff, et qu'elle forme ainsi une branclie es-^ 
aentielle de l'Algorithmie. 

. Baus la partie élémentaire 4e la Théorie de rAlgorit^uoue, uous 
apprenons à connalU'e tes tois de la génération élémentaire des 
quafititéij^ ; ain/si ^ noifs troU;'VOfis>^ par exemple , que la génération 
dea foacUo;is élémeutaireaj uoiiimées iogafitbmes , a, pour loi, 

Pexpresaion Zj?gc-SD( j g ^i ■ i). Mais, les faits mêmes de cette 

géi^ératitm ,. ïà détermination nnmérique, ne sont points donnés 

^ immédtaiâinenê par ces lois : ils ne sont que déterminés par les lois 

dont il s^egf t. H est vrai qu%i appliquant le binôme de Netr ton 

a la puissance ar^ss-ri-^^^.— ^^V^uousavons obtenu un dévelop- 
pement de l'expression que nous venons d'alléguer pour exemple , 
lequel donnait îmmé<fiaUment les faits de la génération de la fbno-* 
tion Ëxy mais^ cette application du. Binôme de Newton ^ prouve 
précisément que l'expression dont il s'agit ^ ne donne point immé*- 
diatement les faits. mjèmes de la géûératÎQn de la quantité Lx, et 
qu'il faut recourir à une détermination secondaire ponur, obtenir 
ees faits de génération algorithmique^ ou la délermiuatiou Humé-* 
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rujate de la quantité 6n queétîoiu U est vrai encore que le binôme 
de Ne^vtou est lui-même uae k>î théorique ; mais la forme de celle 
loi p qui consiste dans vue génération opérée au moy^n de l'algo- 
rithme primitif de la sommation ^ la rend susceptible d'être appliquée 
comme procédé technique : et en effet ^ le développement dont il 
s'agit dans l'exemple précédent^ a proprement pour objet la dé«* 

termination secondaire de la quantité transcendante et théorique x^, 
au moyen de Falgorithme primitif de la sommation ; et c'est seu- 
lement parce que la loi théorique en question , le binôme dé Newton^ 
présenté la forme de cette génératioti secondaire^ une forme technique, 
qu'elle a pu servir Si l'application que nous en avons £SLi(e pour obtenir 
le développement dont il s'agit : aussi, vu cette forme technique, le 
binôme de Newton se trouve-t-îl, comme nous lé verrons* dans la se- 
conde partie de cet Ouvrage , au notiibre des lois que donne la Técbnie 
de TAIgorithmie ; et l'application dont nous Venons de parler, est 
proprement fondée sur la considération de ce que cette loi théo-- 
rique, le binôme de Newton, est, en même temps ^ une loi tech-' 
nique. — Or, dans cet état de la partie élémentaire de la Théorie 
de TAlgorithmié, où elle n'offre que les lois de la génération des 
quantités , et où les faits mêmes de cette génération , la détermi- 
nation numérique des quantités, ne sont point donnés immédia*^ 
tement, et ne peWent qu^accidentellement être donnés par la 
Théorie de TAIgorithmic , il se présente le ^ROBtiMc ifécEssAinK 
d'une génération algorithmique secondaire^ difiérente de la géné«- 
ratîon primitive qui est donnée par les algorithmes, nlnples oti 
composés., formant la partie élémentaire de la Théorie de TAIga* 
rithmie. Cette génération secondaire , devant présenter les faits 
mêmes de la génération des quantités , ou leur détermtnation nuv 
mérique, ne peut évidemment avoir lieu que par l'emploi arbi«^ 
traire de l'un des deux algorithmes élémentaires primitîfr , la som^ 
mation ou la graduation; et c'est précisément cet emploi arbitraire^ 
qui constitue la fin algorithmique générale formant l'pbjet de la 
Techniè de TAlgorithmie. Ainsi, cette Tcelmie ^e trouve reqt^sk 
nécessairement y pour c^omplétèr la partie élémentaire de la Thédriè 
de rAIgorifhmie. 

De plus.^ dans la partie systématique de. la Théorie de FAIjgo** 
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rithmîc y nous apprenons & connaître les lois ciNiÉaALEs de la dé-* 
'termination on de la génération sjstëtnaticpie des quantités y fondée 
sur la réunion des algorithmes élémentaires ; ainsi , par exemple , 

nous trouvons que la fonction intégrale y^x . doé^^ a, pour sa nature 
on pour sa construction générale ^ Texpressioa 

^x étant une fonction quelconque. Mais y les cas PAUTrcui^ms de 
cette -génération systématique primitive, dépendans de la détermi- 
nation particulière des. fonctions auxquelles s'appliquent les algo- 
.rithmes systématiques, ne sont que déterminés par les lois générales 
que nous venons de nommer, et ne sont point donnés immédiatement, 
H est vrai que les fonctions particulières étant données, on peut^ 
dans la Théorie de F Algorithmie ^.donner également, aux lois gé- 
jiérales de la partie systématique de cette Théorie, dès détermi- 
nations telles , qu'elles forment les lois particulières des cas de ces 
ibnctions données; mais cette détermination des lois particulières 
^st évidemment indéfinie , et par conséquent impossible dans toute 
l'étendue de la génération systématique des quantités algorithmiques. 
JEn effet, les algorithmes systématiques, les différences, les grades, 
3es nombres et les équivalences, sont visiblement indéfinis dans 
leurs cas particuliers, parce que la réunion systématique des aIgo<* 
xithmes élémentaires, qui est le principe de$ algorithmes systéma- 
tiques, est évidemment contingente, et par conséquent indéfinie, 
dans les cas particuliers. 11 s'ensuit qull doit exister, pour la partie 
systématique de la Théorie de TAlgorithmie, autant de lois- parti- 
.culières mj;>£inmnANTES , qu'il peut y avoir, dans ses diiSerentes 
Jbranches, de fonctions particulières indépendantes, exprimant la 
jreuntfcm dés sjgorithmes élémentaires , qui est le principe de cette 
,partie sys^tématique; et par consequeiit^ qu^il doit- exister un nombre 
.2.j>«niFjNi de ces lois particulières y le nombre de cts fonctions 
étant évidemment indéfini. Donc, vu celte indépendance - des lois 
particulières dont il s'agit, en les considérant par rapport à des 
lois hypothétiques plus générales, il est évident que la partie sys- 
tématique de la Théorie de FAlgorithmie , forme une science in- 
définie, et par conséquent, une science impossftie pour Fhonune, 
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êHi la prêOâilt dao^ toute son étatidue. -^ Pour rendre Ces àrgumens 
eocore plus clairs , appliquons^les à un cas particùliery à celui da 
poiiM de Yue logique de la partie systématique eu question , et spé-* 
cialement au cas de la résolution des équations. Or^ les lois géné- 
rales que nous avons données pour la résolution des quatre geares 
d'équations possibles ^ sont proprement les ptiocipes premiers, la 
nature ou la construction générale de la résolution des équations ; 
mais ces lois, qui font abstraction de toute détermination des fonc- 
tions formant les équations , ne déterminent que le cas général de 
cette résblution, et nullement les cas particuliers qui dépendent 
de la détermination particuUère des fonctions formant les équations. 
•Il faut concevoir, en effet, que ces cas particuliers sont entièrement 
indffpendans les uns des autres ; et par conséquent , que la réso- 
lution des quatre genres d'équations, ne peut être soumise à des 
lois générales , qu'autant que les fonctions d'équations sont consi* 
dérées^ en général, comncie n'ayant encore reçu aucune détermi- 
natioD particulière :* les cas particuliers en question, dépendent , 
•ainsi que nous. venons de le dire, des fonctions particulières for*- 
manl les équations ; et ces fonctions , qui expriment proprement la 
réunion systématique des algorithmes élémentaires , sont, comme 
•eette réunion^ purement accidentelles dans leur détermination par- 
ticulière, et par conséquent indépendantes les unes des autres, en 
les^onsidérant sous un point de vue transcendantal; c'est*à<*>dire 
que ces fonctions d'équations^ et les cas particuliers qui en'dé- 
•pendent, ne peuvent, dans r^élat de cette détermination particn- 
-lière, 4tfe soumis à des lois générales. Aussi, par exemple^ savons* 
nous à postAriori que les différens procédés que ron' connaît pour U 
.résolutian jdes quatre preiniers degrés des équations d'équivalence, 
sont« entièrement indépendans les uns des autres : ils ne sont liée 
que, par la joi générale que nous avons donnée pour la résolution 
..de^« équations d'équivalence; loi qui fait al>stractiôn de la déter- 
miltation particulière (du degré) des fonctions formant ces équs^ 
> tions, et qui| sous ce point de vue général, détermine seulement 
. la natnre et la forqae des racines. Nous n^ parlerons pas ici de la 
'. résolution connue de quelques-uns' des premiers ordres des équa- 
tions de différences et de celles de congruence , parce que^ suivant 
ce qui a été dit à l'article de. ces équations, les procédés de cette 
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résolution na sont encore qiie 4es propédés indirects on urtifici^t 
aui ne se trouvent pas ménie ramenés aux lois générales .de celte 
retelutipn^ lois que nous avons vues k l'article qu^ nous ve^onf 
de cller. Mais , si Ton a approfondi la metapbysique. de b irésalur 
tion des équations ^ telle que nqus l'avons présentée duns cette 
Introduction à la PhilosQphîe des Mathéipatiques y on doit com^ 
prendre facilement et én^ général^ que lef lois de la, résolution des 
cas particuliers des équation^ de tous les genres, sont, ainsi que 
nous l'avons déjà dit , entièrement indépendmte^ lentre elles y et 
ne peuvent par conséquent, dans l'état de cette détermination 
particulière y être soumises a d'autres lois plus générales : elles ne 
peuvent être soumises à des^ lois générales • et nommément aux lois 
que nous avons données , qn'en faisant abstraction . de toute déterr 
mination dans les fonctions formant les équations^ «^ A^i^> la- 
théorie des équations, comme toute la partie systématique de la 
Théorie de TAlgorithmie , est composée d'un nombre indéfim de 
lois indéperi4antes ; et elle forme , dans cet état, une science 
indéfinie, et par conséquent une science impossible pour l'homme, 
en la prenant dans son étendue entière. — * Or, dans cet était de la 
partie systématique de la Théorie de FAlgorithmie , où il est abso- 
lument impossible d'avoir les lois particulières pour tous les cj^ 
de la génération primitive ou de la construction des quantités qui 
en dépendent, il se présente le PROBLèMH nbcusairs d'un^^é- 
nécation secondaire de ces quantités, c'est-à-^dire , le problème de 
leur évaluation ou de leur mesure. : en, effet, cette génération 
secondaire, au moyen de l'emploi arbitraire de l'un des deox algq*- 
rithmes élémentaires primitif, de la sommation ou de.lagmduatioa, 
non seulement suffit^ k certains égards, pour satisfaire la raison, 
en formant un eitsembls de connaissances algorithmique» poncer*- 
nant la partie systématique en question; mais de plus, cette géné- 
ration secondaire constitue le seul moyen possible d.^aTpir , dans 
tons les cas, les faits de la génération des quantités dépendantes 
de cette partie systématique^ ou la détermin^ion numérique de 
ces quantités. Donc, puisque la génération secondaire qui &it l'ol^et 
de Ce problème nécesftâre, est préciséi^ent la fin algorithmique 
faisant Tobjet de la Technîe de l'Alg^ithmie , cette Technie se 
trouve encore requise nécessairement , pour compléter la partie 
.systématique de la Théorie de l'AIgorithmie^ 
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H est donc Trai que la Techniè de TAlgorithmie^ non seulement 
implique la conception d'une fin ou d'un but, et se trouve ainsi 
esseniielienient différente de la Théorie de l'Algorithniie ; mais 
df fdns , qu'elle ^^K>se sur des principes donnés par là' nature- 
mémo de notre s^oir y et qu'elle forme ainsi une branche néces- 
'Saire de FAIgorilhmie conférée en général. 

Voici quelques considérations moins métaphysiques ou plutôt 
popuWdreSy pour nous iEuniHariser davantage atec celte branche 
inpcMrtaitte de i'Algorithmie* 

D'abord ^ Févdhiatiott des quantifiés données par des algorithmes 
tpielconques > peut se fiiire de difi^entes manières y suivant 
des procédés artificiels > plus on m#ins simples ; mais ^ pour 
peu qu'on y yéfléèfaisse^ on conçoit que ces procédés différons 
doivent dépendre le^ uns des autres y et l'on est ainsi porté 
à coficlure qu'il pourrait bien y avoir y pour chaque espèce 
de ces procédés d'évaluation algorithmique^ un principe unique 
qui les liftt entre euHy et qui servit de fondement h leur possi- 
bilité. Or 5 c'est la détermination de ces principes^ et par suite ^ 
la délMmination de tous les systèmes possibles d'évaluation algo-- 
rithinîqtie^ qui est l'objet généi^l de la Technte de FAIgorithmie. 

£h second lieu y examinant la nature des procédés d'évaluation 
algorithmique , c<miparatlvement à la nature des algorithmes mêmes 
par lesquels sont données les* quantités qu'on cherche à évaluer ^ 
ton découvre £icilement la différence caractéristique qui se trouve 
entre ces procédés d'évaluation , et }es procédés de construction 
des qiiaaiités : les algorithmes qui forment les procédés de cons- 
truction^ sonl^ pour ainsi dire, identiques avec les quantités mêmes 
qu'ils prodtnaetit; tandis que les algorithmes qui forment les pro- 
cédés d'évabaation ^ sont indépendans des quantités qu'ils servent 
à évaluer ; les premiers paraissent faire partie de là nature même 
^es quantitéa, et les derniers pasraissent se rapporter à quelques 
finï ou^ buts étrangers à cette nature. De là vient que la Théorie 
de l'AlgOrithmie y qui a pour objet les premiers de tes algorithmes , 
n'est qu'une simple spéculation^ et ne dépend que de l'entende- 
ment qui est la fiiculté de la spéculation ; tandis que la Technie 
de PAlgorithmié^ qui a pour objet les seconds de ces algorithmes, 
est une espèce d'action fondée sur la conception d'une fin^ et 
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dépend de rînfluence de la volonté y qaî est la faculté des fins en 
général. Ainsi ^ la Théorie et la Technie de T Algorithmie ^ forment 
deux brandies essentieilement disiinetes. . ' 

En troisième .lieu , la valeur «numérique ou algoridimique e& 
général^ de9 fonctiws, simp^s ou^composoes^ formées au moyen 
des «Igorithoies c)ue* donne la partie* élémentaire de la Tbéerie de 
rAlgûâihmi«>'ne peut être obtenue. {nar ces fooclum&.eUesHnémes : 
il {auty pour avcHr eette v^almir, -applf^oer^ à cm fonctions y des 
procédés algorithmiques nonvea^x ^ à» ppôcédésdtr dérdoppement 
bu d'évabiaUon . da. eeâ ionctkms. . Ainsi 9 U parti# ilémentfaire de 
la Théorie, de llAlgorîtbmte ^ne pbut ^ |^r ^le^inème ^ nous faire 
conniiUra. la valeur .des 'quantités donA .elle donne la génération 
primitive ; eUe ne petili.nacv fiùrci . coi^lliitltrve que la nature on la 
construction de ices quantivâs!. |)ono,^U, Technie de.4' Algodthnadbe , 
qui , suivant ce .que nous 4^n avpoJi dit ei» peemier; lieu ^ a pour 
objet les procédés, néceasairea.pour obtenir la valeur en question , 
se trouve rcqt|is« nécessairement^ pour o^imfié^ la partie élé^. 

m^ntaire de la Théprie. de . l'Algoridimiei , 

En quatrième et demer. lieu , Jk>rsq«e ^^faioWant les algorithmes 
que donuie la partie ^^tématique de la Théorie de rAlgorithmie, 
on parvient k' des iboctions. formant r4Qd>)et de £e% algoi^tfames , on 
lïk'obtienll pcpprcmept, . dana €es; ftnckiotis ^ qtw k^natare ou la 
cpn^tructiau dies jqui||ifttiiés qui yr^oroispondent y et nullement la 
valeur fçoèfm^ de.oQs quuitiiéakiParfeapeatple y lorsfu'en résolvant 
Mue équaliop 4'éqmvalauce9 «1 en intégrant une équation différen** 
tîelle o^ seulement une fonctton différentielle y on obtient les 
onctions qui fonooent les objets respectifs de ces algorithmes ^ ces 
fonctions ne donnent encore que la nature où la construction des 
quantités tnconmiea .qu'on cherchait à déterminer; elles ne donnent 
point la valeur 'même de ces ^uMuatités : on sait en leffet que, 
pomr obtenir cette valeur ^ il faut, en outre 5 appliquer, aux fbnc- 
tiops trouvées par les prooédéa de ces algorithmes sysiéma-» 
tiques^ des procédés nouveaux et différens, qui en donnent le 
développement ou l'évaluation. Ainsi, en appliquant immédiate-» 
ment, si cela est possible, <;es procédés de développement ou 
^'évaluation des tpisintivés , aHtx algorilhift^s systéftiattqoes dont il 
^'^^ y P^^ exemplsf y k 4'intégration des^ fonctions difféneutielles , 

k 
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Il la résolatlon de& équations^ etc. , les différens objets de la partie 
systématique de la Théorie de rAlgoritfamie ^ seraient vtsiblemeât 
obtenus avec plus de simplicité. Il est yrai que la détermination 
des fonctions qui expriment la nature ou la construction des quan-* 
tîtés y est un objet majeur , et même l'objet essentiel de la partie 
systématique dont nous parlons; mais^ lorsqu'il ne s*agit que de 
la valeur des quantités doimées par les algorithmes systématiques , 
par exemple , par les différentes équations d'équivalence y de di£Fé*- 
rences , etc. , il est visible que l'application immédiate des procédés 
d'évaluation de ces quantités y sans employer préalablement lés 
j^rocédés de la détermination de leur nature ou de leur construc*' 
fiou, forme la marche directe^ et ce qui est plus^ la marche phi- 
losophique y parce qu'elle dérive des principes mêmes de cette 
évaluation. Ainsi ^ en considérant la Technie de l'Algorithmie^ qui 
a pour objet les procédés d'évaluation en question ^ comme offrant 
les principes de l'évaluation des quantités données par les algo?* 
rithmes systématiques dont il s'agit^ on comprendra facilement 
que cette Technie est encore . requise nécessairement y pour 
compléter le système des connaissances algorithmiques dépen-** 
dantes de la partie systématique de la Théorie de l'Algorithmie; 
-— Mais bien plus^ pour peu qu'on ait approfondi la métaphysique 
de cette partie de la Théorie de l'AIgorithmie y telle qne nous lavons 
présentée dans cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques^ 
on aura vu que les différentes branches fermant cette partie systé-*- 
Biatique y ne peuvent être soumises à d'autres lois générales qu'à 
celles que nous avons données en traitant cette métaphysique. Or, 
ces lois font abstraction de toute, détermination particulière des 
fonctions auxquelles elles s'appliquent; de manière qne les cas 
particuliers de ces fonctions ont^ de plus^ autant de lois particu- 
lières et indépendantes^ qu'il peut y avoir, pour ces fonctions^* 
de déterminations particulières et indépendantes : c'est-à-dire que 
les différens algorithmes systématiques ont, outre les lois générales 
qui en déterminent la nature en général y «iii nombre indéfini de 
lois particulières et indépendantes y qui y sous la forme .de ces lois 
générales y déterminent les cas particuliers, dépendans des fonctions 
particulières auxquelles s'appliquent ces différens algorithmes* Ainsi, 
ia partie systématique de 1^ Théorie de J'Al^^otithmie^ considérée 
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en ;elle-inéine.^ est vue sçiepce indéfinie , et impossible pom* rhomme^ 
eu k prenant dans son éteodue entière; et par conséquent^ la 
Te^fanie de TAlgoiithmie , qui présenterait , dans tous les cas , les 
procédés ds révaiuaUon des quantités données par les différeus 
aiforithmef systématiques , serait une branche nécessaire pour 
compléter, dans son étendue, la partie systématique de la Théorie 
de l'Algorithmie. 

En nous fondant sur ces différentes conctusîons , nous établirons 
donc 9 arec certitude y U branche de rAlgoritfamie dont il est ques* 
tion. — Soa objet général, suivant les déductions précédentes, 
est la mesure ou Tévalualion d'une quantité algorithmique : c'est- 
à-dire p lorsque la nature ou la construction d'une quantité algo- 
rithmique est donnée au moyen des algorithmes théoriques quel- 
conques, élémentaires ou systématiques , la génération de cette 
quantité , opérée par l'emploi arbitraire de l'un des deux algorithmes 
primitifs, de la soinmation ou de la graduation ^ est l'objet de la 
Technie de l'Algorithmie. 

Nous avons déjà dit que nous attribuons la dénomination de*^ 
THÉORBAfisà celles des propositions mathématiques, algorithmiques 
on géométriques., qui out pour objet la nature où la construction 
des quantitéa, c'est-^à-dire , aux propositions qui appartiennent aux 
différentes branches formant la Théorie des -Mathématiques ; et 
que noua attribuooa la déftomination de hietuodks à celles des 
propositions 'mathématiques, algorithmiques ou géométriques , qui 
ont pour objet la mesure ou V évaluation des quantités, c'est-à-dire , 
aux propositions qui appartiennent aux différentes branches for- 
mant la Teckaie des Mathématiques. — * Voici quelques observations 
eoBcemaiDl ces dénominations. 

Il est évident que la différence essentielle qui se trouve entre la 
Théorie et la Techoie des Mathématiques , exige que les propo- 
sitions respectives de ces branches générales, soient distinguées 
par des noms différeus ; d'autant plus que la dénomination de 
théorèmes y qui, vu son étymologie, convient parfaitement aux propo- 
sitions de la Théorie des Mathématiques , ne saurait nullement con- 
venir aux propositions de la Technie des Mathén^atiques. Or, parmi 
les différentes dénominations usitées j celle 4e méthodes nous parait 
jbi plos propre pour désigner les propositions de la Technie en 
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miestion : elle parait répondre à la conception d'une ffn on d'un 
but^ en faisant allusion à la voie ou au moyen^ nécessaires pour 
y parrenir ; et précisément par la ti^éme raison y Jla dénomination 
de méthodes nous parait impropre pour désigner les procédés 
appartenant a la Théorie des Mathématftjues, qui n'îrnpïîquè nul- 
lement la conception dune fin, ni par conséquent^ celle d un moyen. 
Ainsi y diaprés ctftt nomenclature philosophique y les propositiottâ 
de la 'théorie des Mathématiques ^ sont des TncoRÈiirES ; et les 
propositions de laTechnie des Mathématiques ^ sont des nérnomEs^ 
pliant an< propositions auxiliaires qui, dans Tune et dans l'autre de 
ces deux branches généi^ales , conduisent aux propositions défini- 
tives , on pourrait les 4istin^er en général , par le nom de pro«- 
civéé i et spécialement ,. dans les detix branches respectives ^ par 
le tïùïù de mocÏd^ TnéoRt^iuss et de mocinis tsgbniques/ 
-*-> Mais^ si tes géomètres ne roulaient pas renoncer à désigner^ 
dans la Théorie des Mathématiques ^ par le nom de méthodes les 
propositions auxiliaires que nous dîstinj[ttons id par le nom de 
procédés^ d'autant plus ({u'il existe^ dans la Théorie de TAIgo*- 
rithmie^ une branche importante du calcul différentielle à laquelle 
ils donnent le nom de méthode ^S2iyo\t ^ la Méthode d^es variations ^ 
on serait forcé de chercher^ pour les propositÎQns de la Technio 
des Mathématiques y une dénomination nouvelle ; car 9 encore une 
fois^ la dénomination de théorèmes he peut nullement convenir 
à ces dernières propositions. Dans ce eas^ il. nous parait que la 
dénomination ancienne àeporismesy dont on a perdu la signiGcalion^ 
pourroit être employée convenablement pour désigner les propo- 
sitions de la Technie des Mathématiques en général. — Voici ce 
qu^il en est de cette dénomination* 

Les anciens^ et nommément Eudide, distinguaient trois espèces 
de propositions principales t les théorèmes y les problèmes et les 
porismes. La signification des deux premières de ces dénomina- 
tions y nous est bien connue ;. mais y nous ignorons quelle est la 
véritable signification que les anciens attachaient au mot porismes 
Pappus £aiit mention des porismes d'Ëuelide^ dans la préfacé dit 
W\mt Yvrte de son Recueil mathématique : tli/i 'tSv tcofi^fistroÊp 
£c;xA6iytt; mais y ce qu'il en dit^ a paru insuffisant pour bien dé^ 
ienainer la signification de ce mot^ d'autanj plus que la figura 






ai8 INTRODUCTION 

géoïnétrîqti€ qui s*y rapporte , manque , d'après ce qa^en dît exprès^ 
sèment son éditeur Halley ('). Voici la' définition de Pappus^ peur 
les trois espèce» dé propositions en question ^ telles qu'illes attribue 
aux anciens : itpacrùLp ydp dtdpifiaL fiif âvcu rà ^ponsvo/iefw dç dmoJ'ii^iP 

rS 'Ttporafo/ihy * "Kopur/icc ^i r6 "jcporttfôfiipop àç 'Xopiarfiop cuirS rSf <Cf»» 
T&vofAim ('). Il donne encore une autre définition des porisme»^ 
saroir : 'Ttépio'/iei içi tq hMarof ûnfoyiffu^r&GnxS ^dûàf^fiaroç (^) ; mais^ 
il l'attribue aux géomètres moins anciens^' et il la déclare inexacte. 
De plus y David Gregorius ^ dans la préface de son édition d'Euclide^ 
rapporte la définition que donne Proclus du mot porisme^ savoir^ 
que c'est une proposition qtd n'est ni théorrème ni problème , qût 
n'est point une simple spéculation , et qui n'exige nullement ht pro- 
duction d'une chose ^ mais seulement une invention^ par exemple , 
déterminer le centre d'un cercle donné (^). ~- Depuis^ Girard (^)y 
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(') Apolkmi Pergosi de tecdone raûoms Hbri dao^ etc., ett. Proemittkur 
Pappi Alexandrini Prcefatio ad /^//»«"» CoUectionis Mathematicœ » nuncprimiim 
grœcè édita, etc. Operâ et studio Edm. Halley. Oxoniû 1706. 

(*) Dixerunt enim (v.eteres) theorema esse , quod proponitur in ipsîas pro^siti 
demonstrationem. Problema, quod alFerlur in constructionem propositL Pori^ma 
Tero^ quod proponkur in porismum^ hoc est in inyentionem^ et inyeitigationenk 
propositi. 

Pappi Alexan. Maihem. Colltct. A Frederico CêimnanéUno nrbinatœ. Fene^ 
tus, 1689. 

(^ Pomma est quod hypothesi deCcit à locaU theoremate. Ibidem. -* La 
traduction de Halley porte : Porisma est quod deest in hypothesi theorematis 
localis. — Cet deux traduction» nous paraissent ici fautives. Suivant nous , le 
▼rai sens du- passage grec est : Porisma est quod déficit hypothesi theorematîs 
localis ; c'est-à-dire , Porisma est propositio ubi haud opns suj^anere locaTe 
theorema y id est, possïbilitaiem rei. On verra , dans la suite de cette discussion^ 
que cette dernière définition, quoique purement négative , est la véritable déH- 
nition du porisme ; et par conséquent ; que c'est à tort que Pappus la déclara 
inexacte. 

(4) Proclus, in commentariis, porisma faujusmodi dicit proposition em ^ que 
neque problema est neque theorema , id «st , quse neque generationem aut mina^tp 
a1icu)u« rei requirit , neque simplicem contemplationem ; sed inventionem tantum : 
iit^ dati circuli centrum invenire, et qus hnic similia. 

Euclidis quœ supersunt, ex recensione Dovidis Gregoriiy etc. Oxonice^ ijcS* 

(5) Albert Girard, samielois. Trigonométrie, à la Haye, iBag. 
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Ghctaldus (•) , Bulliald (')> Renaldiaus (^), Fermât (*), et sur-tout 
Simson (^)^ se. soot occupés, ou du moins ont £ût mention des 
porismes ; mais , toutes ces recherches ^ loin d'éclaircir la question , 
n'ont servir ^'à l'obscurcir davantage , conome on peut en juger 
par ' la d^fîliitioa <pie donne Simsonj la voici : Pori^ma est pro^ 
positio y in qua peaponitur demonsirare rem aUquam , vel plures datas 
esse y cm y vel quibus , lU et cuilibet ex reius innumeris , non quidem 
datis , sed quœ ad ea qu(^ data sont eandem habent relationem ^ 
cc/ivenipe astendendum est j affeçtionem quandam cqmmunem in 
propositiçnB descripéant^ -^,11 parait donc certain que , dans 1 état ou 
se trouvent les documew historiques concernait le mot porisme, on 
ne saurait en déterminer la signification à posteriori (*). Ainsi ^ il 
ne nous reste qu'à .la conjecturer ^ priori. 

Il parait d'abord sur que le mot porisme s'appliquait , comme 
le mot problèmcy à- des propositions qui contenaient la conception 
de quelque fin à atteindre , ou de quelque buta obtenir, c'est-à- 
dire y suivant la déduction que nous avons donnée de la nature de 
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(') Marini Ghelaldi, de Resolutione et ComposUione mathematica y Ubri Vy 
opus posthumum. H'omof, 1640. 

(*) Ismgelis Bullialdi, Exercitationes geometricœ, etc., Paris ^ 1667, 

' (') Caroli Renaldini , de Resolutione et Compositione mathematica , lihri duo: 
Patavii, 1668. 

(^) Fermatii , Opéra varia mathematica {^Rfiitovata porismatum dqctrina). 
Tolos. 1679. 

(*) Roberti Simson, etc, , Opéra qtuedam reliqua, scilicet : /, etc.; IJ paris-* 
matum liber ^ quo doctrinam hanc veterum geometrarum ab oblivîone vindicare , 
et ad captum hodiemorum adumbrare constitutum est ; ÏIT ^ ÎP^ et F", etc. Opus 
posthumum, cura Jacobi Clow\ impensîs comitis Stanhope , etc. Glasg. 177?, 
— Traduction anglaise par Lavson : A Treatise conceming porisms ^ etc, 
Paris ^ *777- 

(^) M. Eisenman, prbfessear à Fécole des Ponts et Chaussées de France ^ qui 
doit donner une édition du texte grec de Pappus^ accompagné d'une traduction 
française y vient de nous apprendre que les porismes ont attiré particulièrement 
son attention , et qu'il croit en ayoir découyert k véritable caractère. 
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la Technîe, à des propositions appartenantes h celle branche gé-^ 
uérale des Mathématiqaes ; de manière que, d'après ces dënomi- 
nations des anciens , les différentes propositions de la Technie en 
question, seraient ou des pori^mes on des prohlèntés. Il ne reste- 
rait donc , pour déterminer complètement la signification dn mot 
porisme^ qu'à distinguer, parmi les différentes propositions tecli-* 
niques, celles qui forment des porismes, de celles qui forment 
des problèmes; si toutefois cette distinction est possible.' Or, en 
nous attachant an sens philosophique dn mot problème , oïl pour^' 
rait, en eflet , distinguer les propositions technique^ dont les objets 
seraient purement possihles y iè celles dbnt les objets scWSent 
nécessaires y c'est-à-dire, les propositions dont reiëcatton (là so- 
lution) n'aurait qu'une certitude prohlimaHijtie (l'objet Àant possible 
ou imposs3>le) , de celles dont rexécution (la solution) aurait une 
certitude apodictique (l'objet étant nécessaire) : les premières se*« 
raient des problèmes; les secondes, des porismes. Par exemple^ 
iskire passer une circonférence de cercle par trois points donnés ^ 
est un problème , en considérant cette proposition avant qu*il soit 
démontré ' que son objet est possible ; tandis que déterminer le 
centre d'une circonférence de cercle donnée, est un porîsme. 
— C'est la la seule distinction transcendantale qu'on peut faire entre 
les différentes propositions de la Technie des Mathématiques; et 
c'est , par conséquent , sur cette distinction , connue ou inconnue , 
que devait se fonder la double dénomination de problèmes et de 
porismes , que les anciens employaient pour désigner des propo* 
sitions qui, à leur insu, appartenaient évidemment à la Technie 
des Mathématiques. — Nous devons observer que les anciens ne 
paraissent avoir employé le mot de porisme , que pour la Technie 
de la Géométrie ; mais , déjà Simson a fait remarquer expressément 
qu'il pourrait y avoir aussi des porismes dans la science des nombres, 
et il donne même un exemple, quoique mal choisi. U faut encore 
observer qu'après Pappus et Proclus , les définitions qu'on a voulu 
donner du mot porisme , sont toutes £aiutives : elles sont contraires 
à la signification de ce mot , que nous venons de déduire a priori , 
et aux définitions de Pappus et de Proclus, lesquelles, in concretOj 
«e trouvent rigoureusement conformes à la nèire. U est à remar«* 
^quer sur- tout que âirnson , qui a tant fait pour rétablir la dpC"»* 
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irine de$ porismes^ soit celui qui s est écarté le plus (^) de la 
véritable signification de ces propositious : sans parler.de sa défi* 
nition , les propositions qu'il donne pow des porismes y sont d^ 
Teri tables problèmes. 

Ainsi ^ roulant conserver la dénomination de méthodes pour leë 
propositions auxiliaires y et communes à la Théorie et k la Technie 
des Mathématiques^ c'est-k-dire ^ pour les propositions que nous 
distinguons par le mol simple de procédés y il fimdrait, ii moins 
de former un nom nouveau y désigner les propositions de k Technie 
des Mathématiques, par le nom ancien de porismes , ou plus spé* 
cialement, en* distinguant , dans cette Technie , les propositions 
dont Tobjet est purement possible , et les propositions dont Tobjet 
est nécessaire, par les noms de proMhmes et de pérismes. -~ Nous 
soumettons cette question k Tavis des géomètres ; et nous nous 
conformerons y dans le choir de la dénomination dont il s'agit y à 
Topinion la plus générale qui nous sera manifestée. 

En terminant cette discussion concernant la nomenclature y noua 
devons &ire remarquer y comme corollaire , que la Technie des 
Mathématiques est aussi ancienne que le sont les Mathématiques 
elles-mêmes; qu'elle a été cultivée, de tout temps, dans la Géo« 
métrie et même dans l'Arithmétique, sous les noms de porismes 
et de problèmes, quoique^ pour ainsi dire , à Finsu des géomètres, 
ou du moins sans une conscience logique suffisamment claire pour 
la distinguer comme une branche séparée et ge'nérale, ayant Aç% 
principes propres et des lois indépendantes de la Théorie des 
Mathématiques. 

Après avoir exposé et déduit Tobjet général de la Technie des 
Mathématiques, c'est-à-dire, la fin ou le but général qu'elle se 
propose, voyons , dans l'AIgorithmie, qui est ici notre objet prin^ 
cipal, quels sont les moyens , les instrumens, que la Technie peut 
employer pour arriver à cette fin ou à ce but. 

Nous avons vu que, lorsque la nature. ou la construction algo- 

— — n- — I 11--1-- - - - - I -- ■ _ I ■■ ■■ - -■ 

t 

(^) Nous ne tepons pas ici compte de la définition dm mot porisme, qu'on 
lit dans V Encyclopédie méthodique ; parce qn*il par^t que i'antenr (O) de cet 
article I n*a en aucune idée de ce genre de propositions. 
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rithmique d'une quantité, est donnée au moyen dés algorithmes 
théoriques^ élémentaires ou systématiqnes, la génération secon- 
daire de cette quantité y opérée par l'emploi ai^itratre de l'un des 
deux algorithmes pritnitifs, la sommalîoii ou Ik graduation^ est 
l'objet de la Technie de TAlgorithmie. Or , nous avons tu de "plus 
que les algorithmes dérivés immédiats , la num^ratio^ et les 
FACULTES y présentent précisément la possibilité de servir de m<^ens 
à ces fins algorithmiques ; et cela, par leur susceptibilité de limites 
arbitraires y jointe à la possibilité ou ils se trouvent de dontiér la 
geiiération de toute quantité ' algoridimique C^)«' H ne nous resté 
donc qu'à voir* les i>RtNCires yuiLO'soMTi^râs ne \a tAanspor'-' 
MÀTion D^'unri FONCTxozr TtiifioKiQtrE, DOirrrn imxéDiÀnnfcifEfVT ot^ 

BEDIATSniENT , %ff POfTCTtONS DH ITUlléllATPePr OU DE FACI/LTlSs ; 

et c'est là Tobjet de la trausitioa de la Tliéorie à la Technie de 
rAIgorilhttSiie^ transition dqnt laotits alloas présenter la métaphy^ 
sique. 

D'abord , il est évident que la transformation dont il est ques-' 
tion, exige, pour être opérée ^ une fonction nourelle au moye& 
de laquelle se trouve exprimée^ par les algorithmes de la numé* 
ration ou des facultés , la fonction théorique^ donnée inmaédiaté-^ 
ment ou médialetnent^ qu'il s'agit de transformer. De plus, puisque 
les deux algorithmes auxiliaires y la numération et les facultés y sont 
susceptibles de limites arbitraires dans leurs procédés teispectifa 
par sommation et par graduation y il est évident <(o^ la fonetioh 
de transformation dont nous venons de reconnaître la nécessité ^ 
peut être une fonction arbitraire y et peut ainsi avoir une infinili 
de déterminations spéciales. -•- Or, c'est cette fonction arbitraire, 
servant à la transformation des fonctions, au moyen des algorithmes 
primitifs de la sommation o« de la graduation , et plus particu- 
Jièreïnent au moyen des algorithmes de la numération ou deS 
facultés , qui est , dans sa plus grande généralité , la quantlié 
instrumentale qu'oii nomme , dans l'application de l'Arithmétique , 
mesure ou unité de Tévaluation dés quan-dtés. «^ Nous étendrons 

(^^ Il fout remarquer <{u» Isa detix i^ands iastmitieiiâ de la TecbnÎ0>da 
rAlSOrirtmiie y I^ numératiov fit. loi.Caoukés^ sont doDués par )a Tbiorîf de 
TAlgorithmie ; et en effet ^ Thoimne ne peut fbn9f;r aucaa.jiiv^re^lgo^!tlu9f .qu^ 
.ceux que lui donae cette Théorie. 

cett^ 
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cette dénomination particulière au cas général des foacticm$ 
instrumentales, dont il s'agit ; et nous nommerons ainsi mesure 
ALGORITHMIQUE la fonction arbitraire qiii sert, comme lien^ à la 
transformation d'une fonction théorique y immédiate ou médiate , eu 
fonctions de numération ou de facultés^ lesquelles^ suivant ce 
que nous venons de voir^ forment les deux moyens généraux de 
révaluation des quâqitilé&^ ou du but de la Tèchnie de TAlgo- 
rithmie. 

: Eu second liéUj, il est évident que la transformation dont il est 
qHestion^ ^xîg6> pour étr« opérée , une détermination quelconque 
dfi ^.relation qui se trouve ei^re la fonction^ donnée immédiate-* 
inent ou médiatemeat , qu'il s'agit de transformer > et la fonction 
arbitraire ou la mesure*^ dans laquelle elle doit être transformée.' 
De* plus ^ puisque la relation de ces fonctions^ en la considérant 
dans sa simplicité primitive , 'forme nécessairement un rapport algo- 
rithmique^ il est évident que, pour établir^ dans toute sa gêné-* 
ralité y la comparaison dont nous venons de reconnaître la nécesr 
site, il faut 9 pour embrasser les trois classes de rapports possibles^ 
employer y dans cette comparaison y le rapport de reproduction ou 
le rapport dit géométrique y qui est une espèce de neutrali-* 
salion des deux rapports primitifs , du rapport de sommation et 
du rapport de graduation. — Ainsi, le rapport de reproduction,' 
ou le rapport dit géométrique, comme principe le plus général 
de toute relation algorithmique primitive , forme le principe de 
ia comparaison dont il est question ; aussi , est-ce ce rapport' 
qu'où emploie dans l'opération arithmétique appliquée , nommée 
mesure. 

En troisième lieu , il est évident que là transformation dont il 
est question , ayant pour objet une génération secondaire opérée 
par remploi des deux algorithmes primitifs , de la sommation ou 
de la graduation , doit être subordonnée à la forme respective . de 
ces deux algorithmes. Ainsi, en supposant que Fx soit la fonction^ 
donnée immédiatement ou médiatement, qu'il s'agit de traosfonner, 
et que (fx soit la fonction arbitraire servant de mesure algorith«* 
iiiique,.OH la fonction dans laquelle la première doit être trans- 
formée, l'opération de cette transformation, au moyen des algo-» 
rilhmes de ia numération ou des facultés^ nura^ pour les former 

5a 
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Teêpteiires^ les sob^tx^^s «^ « • . .^ . (t) 

Fa: = y^ + «a? , ou Fxi=i A >( ^Xy 

A i\Ê3A une qimitité dépefi^nte ou ii»€Upen44io(e de oir^ et 4^x 
Boe quantité eaMidéHe oomme dépondan^ 4^ U raesiur^ algo«* 
riifanûqve ^. 

> {^s trois CMisidéraliaM préoéden^s^ fci spécification, de la 
mesure^ la comparaison de la fonction proposée avec la mjeMre^ 
et enfin 1» «VBO«Aizf A^iori I^gîqu^ M la traiisfonmtkm en içx^^^ 
tîcm y aou» lef £»r0i(Çfi r^spe^Uveç d«s sjgprithipea de la sommation 
o«. de la gradualÂw | constituent, vî^ibleaienit les pFiaQÎpes hgiqufiê 
d« k tcvinfiition de^ la Tb^rîe à la Technie de l'AIgoritbfnie^ dont 
U s agît. *^ Voyons apaiat^nant quel i^st le principe tiwiscendautal 
de eetiA tmnaiti^M* . 

. Comm(9«çou9 ft^t ]^ ^as de l'en^p^ de lalgoritjbme de la wxms^ 
»iion 9 auquel corrQspoAdi le premier dc^ de«¥ achéinas pvëcédeu» 
(i), «WQjr, ., (y)' 

t ' r 

Pwr peu (jn'ou anaîy$« la conception qui don9e ce scj^éma , on 
Irouyera que la quantité 9x doit nécessairement ^ et dans tous les 
C4$, éUre comparable avec la quantité <pa: prise pour mesqre algo- 
rithmique^ afin <}u^ la détermination jg^énérale de cette quantité 
sjûit po^siblcu Or ^ lesi dçux modes , direct et inverse y de œtte 
comp^^i^o^i I suivant la forme du rapport de reproduction ^ sont 









de manière que la quantité •^r dok être telle qtie *jpsaao, torsque 
^jcsso, et réHproquctnent, piour que ces rapports ne soient poinf 
ihdéiSniSy ni par conséquent impossibles à déterminer. Done^ E» 
première transformation de la fonction proposée Px^ en deux* 
quantités A", et *t^,, savoir, . . r . . \ • . (m) 

■ . ■ JFop =;= -<:/* «+. ^p^ 9 ' i • 

suivant le scbéma général (i|) de cette transformation , doit 
donner, pour la quantité partielle ^«., une quantité telle que. • . (in)' 

A. — Fxç=^o. 



N 
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lorsqoé la valetir de la Tarîable x est telle que ^ ^j? ;tts o. Soiea^ 
maintenant i^i^ et ,/^j: les fonctions^ qui déterminent , les rapports 
en question^ direct et inverse ^ savoir^ 

on aura^ pour la traiv^jotmàtioil ultérieure^ les iexpressioi^ . ; . « (iv) 

lesquelles rentrent dans la question qui se présente en pretnier lieu; 
De plus , pour embrasser^ dans toute son étendue ^^la traiisforbiaâon 
dont il s'agit^ considérons la suite des quantités 

<pxt ip(x4-?). ^(Jî+2|)> 4>C<ar-|-5Ç), etc.; 

provenant de la fonction primitive fx, cc^nMie formant consé* 
cutivement la mesure algorithmique dans left transformations suc« 
cessives de la fonction proposée Fx. Ainsi ^ en raisonnant comme 
ci-desfus, on trouvera que la fonction ^^x de Li seconde transforf- 
mation (iv)^ doit être comparable^ dans tous les ças^ avec la mesura 
algorithmique 9(ar + ^); et par conséquent^ que telle fonction 
doit être iàlh que .^^s:o.y lorsque ^.(x-f-0):^O. Donc^ les 
quantités partielles ^, et ,^ que doiine cétlé secoi^de transformation^ 
«lûivent être telles qu on ait respectivement. « • . . • (iv/ 



« •« 



I 

lorsque la valeur de la variaUe ^ est te}le que ip(x-f-^)3=o«' 
S^^nt, en troisième lieu, F,^ ei^F:f jies fonctiops q^ii déteraninent 
les rapports , direct et inverse^ 4e ,^ fonction 9>^^ av^c la (^aç\io^ 
^(0^-4-*;^) formai^ ici Ja af^nre^ savoir,. 



'• • ■ 



jOa auTj^» jpour la* troisième traittfojçmaiion, les expivssions. . «(t^ 
Et raisonnant comme plw haut ^ on trouvera encore ^|ue les queui-* 
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tîtcs partielles !^» et ^A cpie donne cette tranftfomuitieii , doivent 

être telles que (v)' 

A^ — F^x = o , et %A —^ JFx = o, . 

lorsque la valeur de la variable x est télTe que ^ (jr + 2^) t= o. 
."Poursuivant ces transformations^ et désignant en général par 
F x' é\ JPx les fonctions qui déterminent respectivement les ràjp- 

ports , direct et inverse , correspondons a la trans&rmationVde 
Tordre (;x+ 1), on aura^ pour cette transfonnation^ les expres- 
sions (vi) 

F^xzrzA^^ + 9x. et Fx =: A + ^ x t 

et pour les principes de la détermination des quantités A et A ^ 
les relations. . < . , (vi/ 

A^ — F^xz^io, et ^A — ^Fx=o, 

en désignant jpàt x la quantité que donne ^ pour la variaBle x, 
la relation ^ (x+/^Ç) = o. 

Tel est le principe transcendantal de la transition de la Théorie 
la Technie de TAlgorithmie , ou le principe de la génératroa 
technique des fonctions algorithmiques^ dans le cas où l'on emploie^ 
pour cette génération y Falgorithme primitif de la sommation. -«- On 
voit ainsi que le principe premier de cette génération , consiste 
dans la conception de Ihjinalité algorithmique qui en est Fobjet^ 
c'ést-à-dirc , dans la conception des moyens propres à atteindre 
la ^/2 qui est impliquée dans cette génération technique. En effet ^ 
pour peu qu'on examine le procédé algorithmique qui donne les 
transformations consécutives précédentes, on concevra que. c!e9t 
là le procédé général et unique de réduire ^ de plus en plus y la 
fonction proposée Fx y par le moyen des fonctions auxiliaires 
♦o^, <t>jXy ^^x y etc., à la forme des fonctions ^Xy ?(jp + Ç), 
Ç(a:-4-^?)j etc. prises pour la mesure algorithmique; et par con- 
séquent, que c'est là le mojen unique de transformer, de plus en 
plus , la fonction proposée Fx , en fonction 4^6 quantités ^x y 
^(«r+^)^ ç(a: + ^f)> «te..; traiis£»rsMti<m qui ,e^t le^ véritable 
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objet de l!eVa]nftliOii algorithmique , ou de la génération technique 
de la fonction Fx y dans le ca$ particulier dans lequel cette gêné* 
ration ou évaluation est opérée au moyen d^ Talgorithme primitif 
de la sommation. 

Ainsi^ en ré^umai^t ^çi^q[ ejp^ réunissant les résultats partiels de ces 
transformations consécutives ^ on obtiendra , pour les deux com- 
paraisons j directe et invers,e^. dont il s'agit ^ deux expressions gé" 
nérales qui seront les schémas algorithmiques de la génération 
technique ou de Tévaluation d'une fonction théorique quelconque^ 
daiis le cas où l'on en^Ipie j pour cette mesure ou cette évaluation , 
l'algorithme primitif de la sommation. '— Ces résumés respectifs , 
en négligeant la distinction des indices iafériei|FS^ places à droite 
et à gauche de la lettre jày sont (vu) 

jl"". Pour la conaparaison directe , .:)% Pour la comparaison inversa ^ 

Fx =1 A^ +*.ar. 






Fx =: ^, -f- ♦^ , 



<b^x 






et substituant ces valeurs successives, les schémas en question de 
la génération technique ou de Tévaluation d'une fonction théorique 
quelconque Fx , seront : 

1% Pour la comparaison directe, (^^^0 

al? 31? 

a*. Pour la comparaison inverse , (ix) 



Fxss^Jo-i- 



A + 



♦ (x+l) 



A.+ 



\ 



^3 + etc. 



Le premier (viit) de ces schémas, est [la forme générale de 
ce <ftkçn appelle séries} ttU second (ix), est la -fox'me générale 
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de ce cpi^oti nomme Jractiôn^ , continues. — Aiif«i, les séfi6$ ël 
lés fractions continues sont les. deux branches p^articolières de la 
classe générale des procédés techniques qui dépendent d« l'Algo- 
rithme primitif de la sommation , c'est-à-dire^ les decnt bfaaches 
psrrtit^lièf e^ des procédés teHîbtiiqMS KpàJè dCMa» l*^iii|^oi àe l'algo* 
rithffre de la thimératîon t ks éërfM é<MMM «ne e8pèc# général^ 
de l'algfOfrithTii^'de la numération y «urraM k echéttm général (aa) 
de cet âlg[ofrthm\s ; les fractions ^ostinueé Ib^meiH -uao espèce 
particulière un une tnodificdtion dti ttiéttie algorithme , provenant 
de la èonsidérsrtion de la ditisicm ou delartfpi^oductioii régreasire 
qui y ddtnhie partie de îdgoritlÉifiie gétiié^al 'de la Pepf^odactioa y se 
trouve réeHeraenf impliquée datis^ Taigof iAii»e tk la tumiératîon. . 

Telle est la déductioti arcfaitectontque de-'éi^s 6etat branches el»* 
sentiellés dt FAlgorithmiie ttt général ^ dea Séai'Es et de^ f aAcvidKs 
CONTINUES. -*- De plus^ ce que nous venons de dire concernant 
la génération de ces deux algorithmes techniques^ nous donne , 
en même tetqps ^ là déduction métaphysique de ht tiatte'e de cea 
algorithmes. Nous savons actuellenvsnt quelle en est la véritable 
destination; et quels sotkt les principes .pretniei^s de -leurs fermes 
respectives. — Contentons*nous ici de jeter un coup-d'œil sur la 
forme des séries. 

])'fiJ)ord y en la consldéraiTt- dans sa plus gr&nde géaéralité , k 
forme (vni) des séries^ savoir ^^ 

Fx^srJ^ ^ A^.(px -^ A^.tpx^^^^ J^.^x '^-f-etc/, 

est^ d*après la déduction précédente, une espèce dé numération 
algorithmique directe , procédant suivant les facultés progre^shres 
de la fonction arbitraire (par, qu'on prend pour la mesure algo- 
rithmique de la fonction proposée \F!r que là série sert à évaluer. 
-— En second Heu ^ loVsque laccroissémenf Ç de la fonclioft arbi- 
bitraire ^Xj est supposé indéfiniment petit ou zéro, on a la forme 
particulière plus simple (x) 

Fx = ^, -f- ^, :fx -^ A^.pa!^ -+■ A^ . fx^ + etc. , 

qui procède suivant les puissances de la fonction arbitraire fx, 
prise pour la mesure algorithmique. "^— Ebfin, Wsqué cieUe fonejlon 
arbitraire est simplement x, c'est-à-dire, lorsqu'on prtnd la simple 
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Yarîable .rpocir là mesore de k fonctioui^ quelasërxe doit éfalaer^ 
oo a (a formea • « < • • (xx) 

qni est ëyideniBient' la {orme lé plas par tièultère et H plus simple 
des foneriotte teehtiiqaes noinin^ 9érfe6^ dont si est question. 

t^est sttr cette formé ht plus paHieii^ère des séries^ cosime 90»i 
le n^m impropre de théorème de Taylop (*), cfu'est foodé le Calcul 
des Fonctions' de Lugrasge ^ destiné principalement à donner 
la déduction de la Théorie du c^dciil dyfférentiel. — Or y pour peu 
qu'on ait approfondi la Métstpl^eiqiie de rAIgori^mie y que pré^ 
sente cette Introdûcttoir à là Pbiiosoplkie des Mathématiques, on 
concevra, avee fitcilké, toute TmexaelSUide de cette dérivation du 
calcul différentiel : il s'agirait, 9mvant cette dérivation; de déduire, 
d'une fonction iechnifue très-particulière , une branche théorique 
très-générale. Mais, conmïe nous lavons déjà dit, nousdcmnerons^ 
à la fia de cet Ouvrage, dans la 4^ note, une démonstration ma* 
thématique irrécusable de. ce bottléTersëment des' principes de 
l^Â.)gorilhmie ; nous y montrerons , en outre, que la démons tra<- 
tratton que Lagrange cherche à donner à priori de cette forme 
particulière des séries, sur laquelle repose tout son Calcul dei 
fonctions, n*est nullement rigoureuse, et qu'elle n'est pas même 
une démonstration ('*'*) : l'unique déduction possible de cette forme. 



('^) n. faudrait la nommer méthode on porisme de Thylor. 

(^'^) Nous craignons que la fraacfaûe arec laquelle nous présentons la vérité , 
ne non» fasse accuser de méconnaître le prix attaché aux travaux de Tilhiçtre 
géomètre dont nous parlons. Pour prévenir cette accusation^ quil nous serait 
pénible d*avoir encourue innocemment , nous déclarons , avec la même fran- 
chise , que nous ne le cédons à personne dans l'estime qu^on porte aux productions 
mathématiques de ce géomètre* — A la fin de notre Philosophie générale^ 

nous donnerons UHiSTOIEE PHILOSOPHIQUE des progrès des Soi ENCF.SI MATHÉ- 
MATIQUES^ où se trouvera. Sxé^ d'après IHmiportance des découvertes» le rang 
des mathématiciens qui y ont ceopéré : la p^ce distinguée de M. le comte 
Lagrange , dans l'Algorithmie eller-même et sur-touf dans la Mécanique , mon-* 
trera avec évidence quelle est l'opinion que nous nous faisons honne!ir d'avoir de 
ce grand géomètre. •— II ne s*agitici que du Calcul des Fonctions , qui est> 
en quelque sorte | une productiop^ métaphysique. 
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est celle qiié noas venons de donner. — Nous devons encore ob'$èi*ver 
qu'en partant d'une forme plus générale des séries ^ c'esl-à«»dire ^ err 
donnant 9 dans l'expression (x)^ des déterminations plus générales k 
la fonction arbitraire (pjc, par exemple^ en faisant 9x=tfar"-|-4j:""*'''. 
-f-ca?"''"*'-|-etc. , on pourrait arranger des Calculs ou des Théories de^ 
dérii^ation plus générales ; mais , pour mettre fin k toutes ces spécu- 
lations de dérivations y qui parabsent être une véritaUe mode parmi 
les géomètres de nos jours, nous donnerons, dans la note que jious 
venons de nommer, les lois factices du Calcul de dérivation le plus 
général y fondé sur la forme (viii) des séries, qui est la forme k plus 
générale de ces lEbnctions techniques ; et nous montrerons , dans cette 
généralité absolue, toute Finconséquence qu!il y a de vouloir faire 
dériver, de ces calculs qui ont des principes purement techniques, 
le calcul différentiel qui est éminemment théorique. 

Dans cet aperçu de la métaphysique des $eries , il nous reste k 
faire une observation majeure , concernant ce qu'on appelle leur 
état convergent et leur état divergent. — On voit actuellement , 
suivant la déduction que nous avons donnée de ces fonctions tech- 
niques, que , quelle que soit la valeur numérique des fonctions (pXy 
ç (a: + ^), ^(ar4-2^), etc., qui servent de mesure algorithmique, 
pourvu que les quantités^^? -^i> ^%y etc. formant les coefficiens 
des séries, soient déterminées d après les principes (vi/ de la 
formation de ces quantités, la série sera toujours la génération 
technique, une génération secondaire, de la fonction qu^elle sert 
a développer , et pourra ainsi remplacer cette fonction dans 
toutes les opérations algorithmiques. De là vient proprement la 
signification déterminée des séries dites divergentes ; signification 
qui était un des points les plus obscurs de la métaphysique dé 
l'Algorithmîe : on voit , en etfêl , suivant notre déduction , que 
toutes les séries en général, convergentes ou divergentes, sont, 
dans tous les cas , les résultats des transformations consécutives 
véritables des fonctions qu'elles servent à développer., en fonctions 
prises pour moyen de ce développenâent —• Nous pouvons nous 
dispenser ici de parler 4cs conditions de la convergence des séries , 
et d'autres résultats, faciles k déduire des principes métaphysiques 
nue nous avons reconnus pour (fes fonctions techniques. 

Voyons maintenant, en second lieu, le principe transcendanlal 

dd 
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de la' transition de* k Théorie à la Technie de F Algorithmie y ou 
le principe de la génération technique des fonctions algorithmiques ^ 
dans le cas où Ton emploie , pour cette génération , Talgorithme 
primitif de la graduation^ et nommément l'algorithme des Êfcyltés; 
cas auquel correspond le second des deux schémas généraux (1^)^ 
de là génération en question^ saToir^ •.•••• (xii) 

[^ étant une quantité dépendante ou indépendante de x^ et ^x 
une fonction considérée comme dépendsint de la mesure a]£[6rith- 
miijuè. — Or^ pour peu quV>n analyse ici la conception qui donne 
le schéma de cette transformation de la fonction JPbc ^ on trouvera 
d'abord que la quantité ^ peut réellement dépendre de la variole x^ 
et par conséquent qne y par cette raison^ ce second cas (xii) de§ 
transformations algorithmiques ^^ difiere essentiellement du premier 
cas (11) où la quantité ^, résultante de la transformation ^ était 
nécessaîr^nent^ dans les séries et dans les fractions continues • une 
^pantité constante ou indépendante de la variable x. On trouvera 
de plus que^ lorsque la quantité A est ainsi dépendante. de x^ elle 
doit être de nature qu'étant réduite à zéro par la variable a: ^. elle 
donne ^ pour cette variable , ime valeur telle que la fonction Fx 
se trouve également redite à zéro par cette valeur.de la variable , 
afin que la fonctionner ait généralement uoe signification dé«* 
finie; et^ sous ce point de vue, la quantité.^ étant généralen^ent 
comparable avec la fonetioii proposée Fx^ formera évidenunent 
elle-même la mesure algoritlimique^ Qn trouvera eufin qne ^ dans 
le cas en question^ Ifi quantité A n'eat pQÎnt nécessairenEiént égale 
à zéro toutes les fois que Fx :=? o ^ parce que ^ la fonction ^x étant 
en général considérée comipe dépendant de la ui^sure y il faut que 
/Bette fonction se réduise à a^éro^ toutes^ les foi&que JF'jçsso^ pour 
Ja possibilité de la coi^nip^raispu générale dçs fQnctiQus Fx et 4>ar{ 
iBxcepté le seul c^s pu )a f^paautité 4% remplissant .çUeH[uême la 
foncûon de mesure^ se trouve^ par la v^aleur de.^> rçduite à zéro 
lorsque Fx =^ o. Il s'ensuit que | dans le cas où A est considéré 
icomme dépendant de or ^ ai l'on désigne en général par fiic çett9 
/SonctÎQU A^ et si l'pn opère la première transfomptiEitioja 
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la quatilîte/^ Mira liécéssÉtrement une feûctioii déterminée ie 
et non uHé fonction mrbiimite, 11 en Mra de même de la seconde 
tranfiformaiibn 9^ »s/|x x ^iX ; et dé toutes ks transformations 
subsé<fuenteli ^^x^ssf^x X **a: , ♦gcrccs^ar x •jsc, etc. : les fono- 
\^o^sf^a:^f^x^f^x, etc»^ seront toutes des fonctîoM dëtermiiiées ^ 
et non des fonction^ arbitraires. *«^ Le résultat -de ces IrBauformations 
consécutives^ sera .(^'^0 

Jlr =»/,a: x/,* X^ X^ X etc. : 

oii les fùtitÛotièfjCyf,Xyf^Xy etc. , déterminées parles fonctîoTis ** 
^(«e 1*0 A cotisidère comme dépendant de la mesure algorîlBmîque^' 
.fermeront évidemment elles^-^mèmes cette mesure^ mais une mesure 
donnée p&r la nature tle la fonction fbc , et non y comme dans le 
«16 àes Béries et des fi^ctious èontmuès^ une mesure arbitraire. 
•**^ Quant ttu^ priMripes de la détermination de ces fonctions , îh 
consistent VisîMêmetit ^ suivant la déduction précédente^ dans la 
condition principale d*après laquelle ^ dans le cas où eRes se ré^ 
duisent à feéto^ c^ fôvictitms doivent donner^ pour la variable X, 
des valeuiv telles^ ipie là fonction proposée se rédtiise également 
à 2éro par ces valeurs de la variable; et de plus /dans la condition 
accessoire d'après laquelle^ dans le cas d'une valeur déterminée 
de la variable, par e)cemple j(:=o, les fonctions en question 
doivent donner y pat leur produit indéfini , la quautité que , dans 
Ce cas, donne la fonction proposée* 

Ce développement pat graduation Çxxn) de la fonction Px, que 
BOUS nommerons PaontriT£s cONTtNtrss y et qui ferme une espèce 
ptirticulièft de fisicuhés , a donc encore son principe trauscendantal 
dans la conception de la ^naiité algorithmique qui en est l'objet , 
c'eat^^Mlire , dans kl eoneeption àes mojens propres i atteindre 
la jfï)^ qm se tréuve ihnpliquée dans le schéma (xn) de cette géné- 
ration technique t en effet y «npposant que la quandté A de ce 
scbéma dépende de ^, el quelle ne soit pàs contenue dans ht 
fonction 4>x^ le 4évelbppement(xtn) conspue visiblement V unique 
procédé pos^le de réikiire y de plus en plus , la fonction proposée 
sP^> par ie moyen dtes fonctiotis aniâiaires ^^^ à la forme des 
fondions/.^*, /ac^/^jc, qui sont les mesures algorithmiques ; et pat 
conséquent^ ce développettient comtitâe le mojren unique de la 
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transformation de la fovçUop pi^pQ^é^ P^ > ttk foucijau des quan^ 
tiiés f^yj[xy/tpc, etc.; transformation qui est le véritable. objet 
de ^<^raluation algorithmique ou de la génération technique y dans 
le cas particulier où cette évaluation dépend de Valgoriûime pri-» 
mitif de la graduation , et spécialement d*mi aj^orithœe particiîfiw 
des £sicultes. 

Lorsque , ans le scbénaa (xn ) ^ la- quantité jé est eonsidérée 
ootiime indépendante de la vanable jr de la fonction proposée I^x, 
ce sckéma n'«it possible que par Femploi de Talgôrlthme général 
des dcoltés ; et nommément de k mamire que Tpaci^- • ^ • • (^<^) 

m 

S et Ç étant deux quantités données y 'Irz désignant une fonction 
de z^ et fjc une fonction arbitraire de la variable œ^ prise pour 
la mesure algoritbniique. En effets suivant cette génération lech-* 
nique de la fonction proposée Fx^ tous les facteurs finis '9:^^ 
^^(z-f-0> ^C^ + ^O^ etc., ainsi que les facteurs élémentaires 
qui en résultent daprès (3i)^ formant la faculté en question, sont 
indépendans de la variable x. Mais , dans ee cas de Févaluatioa 
de la fonction Fx^ il faut que la fonction "Irz soit déterminée con- 
venablement ; ou bien , lorsqu'elle est arbitraire ^ qu^elle contienne 
une infinité de quantités indéterminées, par exemple , qu'elle soit 
fonction d'un polynôme infini -^^.-f-.^,z+ j4^t* + etc. , dans lequel 
A.j A^y A^y etc. seraient des quantités indéterminées qui rece- 
vraient leur détermination de la nature de la fonction proposée Fx^ 
et de la nature des fonctions arbitraires *^z et (^x. Pour concevoir 
cette nécessité, il suffit de remarquer que, suivant lé scbema gé-* 
néral (viii} des séries, on peut avoir les développemens 

Fdt znM^ 4- Jlf, .^jc -+- *",.^af'**f -î- JWj. (pjf^'^-f. etc. » 

t 

Ainsi, la génération tecbniqué (xiv) donnerait la relation d'égalité 
•t afin qoe cette lelatioa p&t «voir U^i pour toutes les yaleurt 
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de â;, il fiiudrait qu'on eût séparément. .... (xv) 

Af^— .JVo = o; ilf, — .iV^, = o, 3/^ — iViiSo; etc. 

Or, ces dernières relations lïe sont possibles que par une détermi-^ 
nation convenable de la fonction 'irzy ou bien par Tinfluence des 
quantités indéterminées ^«^ A^yA^j etc. ^ qui devraient être cotx-« 
tenues dans Cette fonction ^ lorsqu'elle serait arbitraire. 

Nous nommerons Facultés staigtxment dites ^ la génération 
technique (xi v) dont il est question ^ qui embrasse visiblement l'espèce 
généraU.dc Talgorithme des facultés; et nous observerons que celte- 
génération technique a encore son principe transcendantal dans Is 
conception de la finalité algoriihmiquB qui en, est l'objet ^ ou dans 
la conception des moyens propres pour atteindre la fin qui est 
impliquée dans le schéma général (xii) : en effets comme nous 
l'avons déjà remarqué, lorsque la quantité A.^ contenue dans ce 
schéma j doit être indépendante de la variable x de la fonction 
proposée Fx^ la génération technique qui est exprimée par le 
schéma ( xii ) , n'est possible que par l'emploi de ralgorithmê 
général des facultés ; emploi qui est précisément l'objet de la gène-* 
ration technique (xiv) dont il s'agit^ et qui rend possible la trans- 
formation de la fonction proposée Fx , en fonction de la quantité 
çx prise pour mesure. 

Tels sont donc les algorithmes techniques particuliers^ les séries 
(viii)^ les fractions continues (ix), les produites continues (xiii) et 
les facultés strictement dites (xiv)> qui forment, deux à deux^ Tes 
deux classes générales et primitives de la génération technique ou 
de l'évaluation des fonctions algorithmiques, données immédiate- 
ment ou médiatem^nt : les séries et les fractions continues forment 
la classe de la génération technique opérée par le moyen de l'algo- 
rithme primitif de la sommation , et nommément par l'algorithme 
de la numération; les produites continues et les fiicultés strictement 
dites forment la classe de la génération techi^ique opérée par le 
moyen de l'algorithme primitif de la graduation^ et nommémexvt 
par l'algorithme des facultés. 

Ce que nous venons de dire -de ces quatre algorithmes tech- 
niques, n'est encore que la déduction métaphysique de leurs con- 

cxpTiOJXs oisxifiAjsa respectives , dont les schémas algoritClnuques 
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sont les expressions (viu), (ix), (xm) et(xiv). — Qnant a leurs 
J.OIS FONDAMENT^LZs et aux CIRCONSTANCE^ iMMioiATEs > formant 
la seconde et la troisième partie de leur métaphysique^ c'est là pro^ 
proment l'objet de la seconde partie de cet Ouvrage^ où nous 
donnerons l'ensemble des principes de l'application de ces algo<» 
vitbmes. — • Il feut ici remarquer que ce que nous avons dit^ en trai-> 
tant la théorie générale des équivalences , concernant les déyelop- 
pemens par sonmiation et par graduation des fmictions algorith«- 
niques^ appartient déjà à la déduction métaphysique que nous 
Tenons de donner des conceptions générales des quatre algorithmes 
techniques en question; aussi ^ faut-il rapprocher ces considérations 
métaphysiques^ pour en tirer réciproquement une clarté plus grande 
et une détermination plus précise. 

C'est ici le lieu de compléter la métaphysique des algorithme» 
théoriques des niimekales et des factokielles. *— Nous ayons dé-* 
duit leurs conceptions générales y et déterminé les schémas (24) et 
(^5) qui en . résultent ; et nous avons promis de faire connaître 
leurs lois fondamentales et les -circonstances immédiates, formant 
la seconde et la troisième partie de leurs théories, lorsque nous con"* 
naîtrions les lois ou du moins les principes de la génération des algo^ 
ritbmes de la numération et des Êicultés , dont les numérales et les 
factorielles sont des cas particuliers. — • Voici ce complément. - 

D'abord, pour ee qui concerne Talgorithme des numérales, dont 
le schéma général, suivant (24) , est « 

m 

il est évident qu'un nombre quelconque iV étant donne, on pourra 
toujours prendre ft assez g)rand pour que JV divisé par nf^ soit plus 
petit que 7i; et alors on aura 

— =sjéo + Ji»n ^ J^.n 4- etc.: 

JlT 

OU bien, dans la simplicité première ^ en faisant y=:-^ 1 , • • Vr • (xvi) 

N 

— == u^o + A^.vr^ + A^.vr*^ + ^^- 
Ainsi , pour développer un nombre quelconque donné iV, au moyerb 
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de Fâlgoritlune des manérales , il suffira^ en gëaéral ^ suivant Im 
schéma précédent (xvi) ^ de déterminer les coeflSeiens^^^ ^, ^^. ^ etc.^ 
entre les limites du nombre n pris pour mesure ; et c'est le pro« 
cédé de cette détermination 4{uî forme évidemment la loi fonda- 
mentale de la théorie des numérales. Or ^ en observant que la quan* 
tité N est ici un nombre donné et constant ^ ainsi que la quantité 
n servant de mesure^ on conçoit que , pour assimiler cette génération, 
du nmnbre iV^ à la transformation des fonctions opérée par l'algo- 
rithme général de. la numération^ transformation qui nous a con- 
duit aux elpressions générales (viii) et (ix), il &ttt considérer ^ dans 
le schéma (xvz)^ le ncnnbre i\^ et la mesure n, comme étant déjà 
des déterminations pai^culiàres ou arithmétiques de fonctions gêné* 
raies ou algorithmiques ; et il faut chercher la nature de ces fonctions 
générales ou^algorithmiques , desquelles peut prov^oir la génération 
(xvi) àxi nombre N, c'est^^à^-dire^ la nature des fonctions au mojen 
desquelles on peut^ suivant les procédés de la transformatioa tech«» 
Bique des fonctions^ déterminer lea coefficiens«^e, A^^Â^^ etc., 
dont il est question. H fiiut donc déterminer une fonction Fx d'une 
variabfe x> et une fonction çx de la même variable ^ telles que , 

d^me part y elles donnent respectivement les nombres — ef - pour 

une valeur détemûnée de cette variable ^ et que ^ de l'autre^ elles 
puissent servir à la détermination des coefficiens A^y A^^ A^^ etc. en 
question ^ suivant les procédés de la transformation techMqufe de 
laquelle résulte l'expression (x) qui est évidemment la formule 
de Texprcsslim (xvi) dont il s'agit. Or^ ces fonctions re^ectives et 
uniques sont. . . • (xvii) 

comme nous allons le voir. 
On aura y pour la preùiière transformation ; 

(5)'=(-+S)'. 

a. étant un nombre entier plus petit que ^> et — une fraction 
plus petite que l'unité, ce qui doxmn*j| 
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et partant ' ' 

de xnamère que^ x étant infiniment grai^d^ la mesure ^arsrf^j et 

—A détiendront fiéro eti méme^ 
temps. On aura^ pour la seconde transformation 



S' 



A, étant encore nn nombre entier plos petit que n^ et. — une îmc* 
tion plus petite crue runité; ce oui donncara 



Ci)' 



♦ - 

/WVj * /N\^^ , X x—i /1V*\*-» . , , 



et partant 

de manière que^ jc étant inftnkncnt grand ^ ht mesure f j:e=:|f- Y 

— j deTiendMnt encore séro «ca 
même temps. Procédant^ de la même manière, à *Ia transformation 
de la quantité Cy/ *\ y > ^^ poureuivaot >cet 

l'indéfini s'il le faut , on détiendra , d'après la formule générale 
(x), l'expression (xviii) 
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qui y dans le cas particulier où âp= i p dowiert la géaëratioa do 
nombre iV dont il est question^ savoir^ 

— = «o + «i.n""* + a,.n"-* 4- nj.ii""! + etc. : 

nr 

• • . 

oubîen... .. (xix) 

* JV == a..nf^ tf- a,.r^'^^ + n^.»''"* -f 4i,.»^~'-f etc; 

Telle est donc la loi de la génération d'un nombre au moyen de 
l'algorithme des numérales, et par conséquent la loi fondambic- 
7ALZ de la théorie de cet algorithme. -«• Telle est encore, et ayéc 
évidence^ la déduction métaphysique de la possibilité de cette 
génération d'un nombre. — • C'est donc là le principe sur lequel de 
fonde l'opération arithmétique par laquelle om exprime , au moyen 
de l'algorithme des numérales , c'est-à-dire , au moyen d'un sys- 
tème de numération arithmétique^ xm nombre donné quelconque ; 
cette opération est le £gdt algorithmique ; l'objet de la déductîoti 
précédente en est le principe métaphysique. 

ÀTant de procéder aux circonstances immédiates de la théorie 
des numérales , observons que si , suivant la loi générale (viii) 
des séries, on prenait^ pour achéma de l'algorithme des numérales, 
l'expression plus générale ou|ilus composée» . . . (xx) 

> 

R et r étant des nombres formant la mesure algorithmique y on pour- 
rait développer on nombre quelconque N, au moyen de cet algo- 
rithme plus composé, enpcocédanfcy^éans la transformation de ce 
sombre , suivant les principes de la tranafcmnation de laquelle ré- 
sulte rexpressîon.générale (yiù) , et en observant que l'expiesrion 
•U question (xx) donne 

'^P = .rf.H.^..(»+;ir)-««'H.^..(i» + /*r)— TH-etc., 



* 

OU bien 
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Par exemple ^ si le nombre proposé était - ^ et si les nonAres n 

et r servant de mesure^ étaient «= i et r — a , on aurait d'abord j 
en £iisant A^=o^ 

et procédant d'après les principes en Question, on obtiendrait lei 
transformations : 



4-.(i)-:(f^=^î)-=(i)'+{7G)— :54-T-^'œ'--5*+etc.}, 

etc. y etc. ; qui donneront y dans le cas particulier où xz=zi y la 
génération suivante ("0 



^•5 + ^-3!5 + 5-3X^ + 4.3X7:^ + etc. 



Tel serait Vemploi de l'algorithme des numérales \ en lé prenant 
dans sa. plus grande générfOité. -— On voit que y sous ce point de 
▼ne y on pourrait former de's systèmes de numération arithmétique 
bien plus généraux que les systèmes, connus y lesquels derniers pro- 
cèdent simplement suivant les puilsances des nombres pris pour 
uesurei. Bfai^ ^ c'est précisrfment^ans cette simplicité primitive que 
consiste la primauté des systèmes ordinaires de numération luith- 
mé tique : les systèmes plus généraux dont 11 est question , et qui 
procèdent suivatit les factori^Ues des nombres servant de mesure y 
exigent déjà eux'-mémes la détermination mimérîqiie que donnent 
les systèmes ordinaires. 

Quant aux (cmcoirsTÀNÇEs iiiiik£DiA«rs8 form&nt la troisième partie 
de la théorie des^ numérales » dont il nous reste encore à parler y 
«lies proviennent de la double manière ^ directe et inverse^ dont on 
peut établir la comparaison algorithmique des fonctions partîmes ^,;c 
wtc la mesiure ^Xy savoir^ <txi <pa: ipt ^ i.^p:» «— Ces circonstances 

" ' 5a 



L 



.doonent ainsi ^ pour rëânltat, d'après la seconde de ces comparai^ 
sons ^ un algorithme pitrliculier des numérales , conforme à la loi 
générale (ix) des fractions continues. Nous le nommerons Fjulc- 

TIONS CONTINUES NUMERALES. 

Sans alléger tons les argument ^ qu'on pourra facilement sup- 
pléer après ce que nous venons de dire de la loi fondamentale de 
la théorie des numérales^ nous présenterons ici immédiatement 
la génération dun nombre au moyen de l'algorithme particulier 

formant les fractions continues numérales. -— Soit ^ un nombre 

mm 

quelconque donné; et soit-^ la quffndtié servant de mesure*^ dans 

laquelle n<im^ mais différant d'une quantité assez petite pour que 
tôttlet les déterminations que nous indiquerons . soient possibles. 
Faisons 

et <pjr=:(~V^ 



^— ®'. 



m/ 



et nous aurons^ suivant les procédés deà tranformations qui donnent 
Texpression générale (ix) , les transformations particulières sui- 
vantes : 



etc, etc.; 

où l'on suppose qae d. , a, y a, y etc. sont des nonJnres entiers , et 

M'* IP'IP' ^^^' ^ quantités jims petites q«e Tmiiié. Or, dans 

' lé c«s partictdîer oH orrirrr, les transformations précédentes donnent 
• évidéiiiitienf .... (âf xrr) 
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et 81, de plus 9 on suppose que n ne diffère de m que d'^ne quantifié 
indëfiuimeat petite, on aura. •.. (xxiii) 
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* «3 + etc. , 



qui t»t le 3cliéma de rai||goritkme p^xtipuUer em que^tioa , q^ «imni 
nommons fractions continues muaér^e.9. -^ Telle eftt dqne la déduo*^ 
tjk>n métaplijsiqne^ ouïe principe de ro{iéraii^9 «uriljiixié tique qu|[. 
condait à cette espèce partipulièrp et Quméxicpe de fractipcis côur 
iinnes; eepèce qui , «nivaiptit catt^déduction., appivrt\ent éyidemment,^ 
comme coroUaire immédiat, k h théorie ^e^ A^uqaéralp^- 

Venons^ en second lieu^ »u çom|»Iément d^ la tVéorî^ ^s ^cto* 
rielles, qu'il nous uesle ençorp à doxmer^.— JUe ^(^léw^ 4^ Talgo- 
ritlume de^ &(^prieUf^^ sulvi^nt (a5), est 

Or, eeuMdéré par nppMt à ea lonne , cet al^i^rkhme a'est «Btre 
fAïOse qu'm développement par graduation , pris dansr ea éim- 
pUcilé primitive ; et âion , tout ce que nous ûtors 4ii 4e ce dé- 
vdoppement, cai traitant ia théorie "générale des ^uivaiences^ 

se rapporte ici immédiatement Ainsi , la faclorielle x"^^ en 
question^ doit avoir un développement par sommation dont le 
fichéma a^ra évidemment 



= 45"-f-il!f,.af"^ -f-ilf».x'*-*4- J%.j6»-*»-^ete.; 

kisx:o0ific»A$ M^^ M%y M%^ eic. fQrmii9^1i^^9ui|^4d$'C09iUnai* 
ioas 4(6$ qna«Utés o0, ij^, 90^ 3f , . . . . , piivei veapecilvfiiiimt de 
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1 k i y de 2 Si ^y de Z SL 5 , etc. sans permutations; de manière que 
si, en général, on désigne, comme plus haut, par (o....») la 
somme des combinaisons des nombres o, i , 3,^ 3,. • • .n, pris de /i^ 
à yct, sans permutations, on aura 

M, = (o. . .(/»— i>)..?, -Sf. = (o. • . (/»— . i)),.^* ,. 
Jlf3 = ^o...^m — 1)^3. Ç^, etc., etc. ; 

et par conséquent. • • »(xxiy) 

«""i^ss j:- + (o. . . (fli— i))..|a-— +(0. . , (/n — i))..^»jc— »4- 
4- (o. . . (m — i))j.0*Jc^^ •+• etc, 

C*est ce développement par sommation de là factorielle générale 

Jt^^^y qui est la loi fondamcntàlï de la théorie des factorielles; 
c'est, en effet, parce développement que les factdrieUes , qui sont de 
simples développemens par graduation , se trouvent ramenées à 
Talgorithme primitif et primordial de la sommation, et par consé- 
quent liées avec cet algorithnTe. —Mais, il faut observer que la loi 
en queslîon' (xxiv), quf est dérivée de la première (M) des deux 
lois fondamentales de la théorie des équivalences, ne se trouve 
proprement démontrée que pour* les cas où Texposant m est un 
nombre entier : nous ne pourrons en avoir la démonstration géné- 
rale que lorsque , dans la seconde partie de cet Ouvrage , nous con- 
naîtrons l'a loi fondamentale des acuités en général, de laquelle 
nous déduirons, comïne cas particulier, celte lei fondapasentale de» 
factorielIeSé Toutefois^ nous devons remarquer que déjà ici, suivant 
ce que nous avons dit dans la théorie des équivalence^ et dai^s la 
déduction des produites continues (xiii)^ nous pouvons supposer 
une généralité absolue à la loi (xxiv) en question; et cela même , 
non. seulement en nous fondant sûr la simple fonction logique du 
fugement, qui constitue Tinduction, mais bien sur une véritable 
fonction transcendaniale de cette facuité intellectueDe. En effet , 
nous avons vu^ dans la théorie des équivalences^ que Tacçord des 
deux algorithmes primitifs, de la sommation et de la graduation, 
dans les développemens primitifs ou ^mplesr, dépendans de ce» 
algorithmes, est un véritaMe phéuomè&e téléologique , nne finalité 
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dans les diâerentes fonciions du savoir de rhomtne ^ et nous voyons^ 
par le sens de la déduction des produites continues , que les facto^ 
rielles forment rëellenient des défeloppemens primitifs par gradua- 
tion ; de manière que le développement par sommation qui entre 
dans l'expression de la loi (xxiv) dont il s'agit , et qui forme égar 
lement un déverôppemenf primitif ou simple^ doit ^ suivant ce 
PRINCIPE Tihiohociqvr. y être équivalent à la factorielle pour 
toutes les valeurs de l'exposant m y pourvu que les coeflîciens 
(o. • . .(^— •i))i.0, (o. . . .(/7i — 1)).«^*> etc. de ce développement ^ 
se trouvent exprimés^ en général^ en fonctions de cet exposant (^)< 

Les CIRCONSTANCES iffniiDiATES qui forment la trois^me et deiv 
nière partie de la théorie des Êictoriellesy proviennent encore y 
comme dans la théorie des numérales , de la double manière dont 
on peut envisager la génération des Êicultés prises dans toute leur 
étendue ; et nommément comme donnant ^ d'une part, l'espèce gé« 
nérale (xiy) de facultés, lorsque, dans le schéma général (xii) , la 
quantité ^ est considérée comme indépendante de la variable a? de la 
fonction proposée JF!r ; et comme donnant, de l'autre par t , Feapèee 
particulière (x m) dés facultés,* lorsque, dâna le schéma (xii), la 
quantité u4 est considérée comme dépendante de la variable 00 de 
la fonction Fx. Or, le résultat de ces circonstances, dans la théorie 
des factorielles, est évidemment un algorithme particulier de- fac- 
torieUes, conforme à l'espèce particulière (xin) des facultés en gé- 
néral, c'est-à-dire, conforme aux produites eonlinues. — Le schéma 
de cet algorithme particulier, que nous nommerons Produites 

CONTINUES FACTORIELLES, CSt. . . • (xxv) 



(^) C'est tmr ce principe téléologique que se fonde la décluction que Kranip 
donne de cette loi des factorielles ; et c'est encore (ur le même principe qtie se 
fondent toutes les déductions du célèbre binôme de Netirton, tant ^*on resfe 
dans la Théorie de rAIgorithmie , et qti'on n'empjloie pas , pbor' ces- déductions*, 
les procédés de la Technie de rAlgoritbmie : c'est cette Technie qui seule réunit 
ou identifie ea quelque sorte, dans les* algorithmes de la numération. et. des fa- 
cultés , les deux «dgpvkhmes pfimiti£B , la son^ynation et la graduation j de Tin^ 
dépendance d^gueU vient précisétpent la difiiculté en question. 
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MaÎ6| pMir peu qu oa exafidîile cesprodiU4e6 faetorielies^on TOit 
qu'elles Ae saurdieni^ en géoëral, do^iker dw ¥«ieurs déterxDJiiée& 
et finies ^ que cions jeicrir jr^orftf ^ H voîci rQif)t4^i<m de ce» rap- 
ports , Wsqaik soni eonsidérés dAHs ji^ur sjwpUcit^ primtiv^ 9 

en faisant w =1^— _-, 7^— :i-_^ et en supposaut m^s^n. J^ous eo 

donneroM laxiodfictâon dans It ee^midie pav^ 49 ^GetX^wvrtge» oi^ 
noiis dis^iof^&ron^ cette^x|re«sioa.coQUxie Jbrmanl un ca^ pardculter 
de IWxpresaîou 4fe x?e6 rapiporis.^ que nou3 domierou^ pour k5 &cvi.r 
\és en général. 

JRevmions à la T«cbnie 4e rA]||orjttfamie« *^Xie6 quatre algorithmes 
tMhAÎques que uoua atobs déduite jn^f^'ici^ et qui ^ deux à deux ^ 
fonxieiU les deux dbasos» de giiiératioa techmque ^ dq[»eodaRtes re^ 
p^Gii^emcnt 4e Vemploiide la sonunattoa jet de la graduajtion^ eomtt<^ 
Xvteol éfndeoHXÀfiiisii ^t$ -algoriûuaes techniçmes primixi^. Ce sont donc 
ees quitte jjgon^hni^w» i^s sén»s y les fractions coutiuue^^ )m hcnlr 
%é» (stficienent^dîtesjy^tlea produites cootînues^ qui> dans toui^ 
l^scas^ doi^eM semr ^ du «moûis coamr eliéniens^ m Tétsaluation 
ou à la suejtmnt 4m 4!MQtigyas algorltbnûqiiQe. Be plus ^ puiaque ces 
deux classée ^géneraies 4e foonetioiis tectuMques, ne tout que des 
nodifiQatiDu& ou des 4à«mttAtioM parLîenlièrea 4es dêsn^ ^o« 
rithmee ibeariques priinili&^ d^ la saaiimtiûu ^t de la fpaduaJtion, 
il est Tisible que ces algo»tlinies teçhmques étaat combina, ^ 
cela était possible^ ne feraient que reproduire les algorithmes dé- 
rivés théoriques , «t ne* donneraient nullement des nlgorithmes 
techniques nouveaux ou diOerens; de manière qu'il n'existe point ^ 
quant à la forme de génération y d'autres algorithmes techniques 
élémentaires, difierens de ceux que nous avons déduits fusqulei. 
Toutefois, si Ton distingue^ non la forme de génération qui ne saurait 
être différente, mais le procédé, direct ou inverse^ de la détermi- 
nation de la fonction »pi*o|K)aée i^^., pour «voir sa génératioii. tech^^ 
nique, on trou^vera quMl eeniate tme «dasee. d'mlgomtimes Miinifuw 
Jé'ii^s , provenant des algeriftmes primittife qisie ^aûlls >c<nmaissoa8« 
En effet, les quantités J^, Al, y J^y etc., qui entrent dwts Am aeriet 
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(viij), dans les HB^tion» eo^baues (ix) et dans le» facultés stricte- 
ment dited (xiv)^ BOnA^étîdemsaeiifi des quantités formées au moyen 
de àétBtnmmtàùOÊi portumlièret des £baçUensi proposées Fa: qu^ 
cet algorcdnties* servent à évaluer ) de iwnière que , quoique les 
fouclîoiss génëraftca Farne mÀeni point données^ pourvu que leurs 
détermiiiations paréen&ières qui sont requises pîour les algorithmes 
techuî^MS en qixesëoa ^ aoieni coomies ou dii moitis puissent être 
déduites de €ple^uea; sfutres donn^ées ^ on pourra toujours, suivant 
un procédé hrrsrse^ obtenir, par le moyen des' trois algorithme^ 
techniqaee que nofosneiMns de namiàer y Tévalualioa i^nérale d^ la 
folictiott #!sr à hqnette.so ra^^piirtarOBl les déterminations particu* 
Hèffta qm'oi» aura enqiloyée»*,^^ G'eii «r prooédé inverse y formant . 
diidemmoiiA une dasse d'atgoritlMito techniques dérivé» ^ qni est 
ce * qu'on appelle méûtodes d^mterpolation^ — Ces méthodes ont 
éoac la fàirmr de géniérstîiisi des tim&aligavîthoAes techniques en 
qinestkA| àm séviea^ des fractions continiaes et des fiicid tés stricte^ 
meni ditMy eu moyesk dea^piels dles peuvent armir liew ^ tfws^ le 
procédé de b défeemdnalion des fenclions que cçs méthode ^ servent 
àévaiue^; esiieî inverse decelm qu'on emploie dans les- algorithmes 
techniques primitife ^ dans les méthodes d'^terpoluden y la fonction 
gënérate on du nmns aa génération . tedièiiqne ^ qui est l'objet de 
ces méHitodea, est dërinréndee délerniinalioos particulières de cette 
fonction , données immédiatement on médialeineff t ; tandis qite^ 
dans les Algorithmes techniques primitifs ^ œa déterminations par^ 
ticulières sont dérivées delà fonction gsoérale qui est donnée. 

Telle est la déduction architechtoniqne des MéraN^nes o'ijfT£ntio*- 
x.ÀTiON*—< Voici quelques aperçus de leur métaphysique^ et nom- 
mément l'exposition de leuv conception générale. 

D'abord^ il faut observer que l'expression ou la génération 
technique qti'on eblienl poor une foocttOA inconnue , an ini>yen 
des méthodes d'interpolatii^n > est elle-même une fonction dune 
quantité variable ; de manière -que y lorsque cela est possible , 
cette expression forme une fooelion générale ^ et est susceptible 
.d'une cpntinuité indéfiniç. MWy celte continuité que reçoit ainû 
une fonction cherchée. y ne^lui vient point des méthodes même^ d'in- 
terpolation : ces méthodes ne donnent en elGst qu'une géné- 
ration, secondaire^ une génération ^ technique^ de la fonction à la- 
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quelle se rapportent les déterminations particulières ^ sur lesquelles 
se trouvent fondées les méthodes en question ; et il £iLUt que cette 
dernière fonction ait^ par elle-même, une génération primitive et 
théorique y susceptible d'une continuité indéfinie, pour que les fonc- 
tions cïltenues par les différentes. méthodes d'interpolation, soient 
également susceptibles d'une continuité indéfinie. Ce n'est donc 
point des ipéthôdes d'interpolation que ce^rtaiaes quantités re^ 
çoivent leur continuité, comme paraissent le croire les géoaoïètres; 
mais au contraire, les fonctions que donnent les méthodes d'interpo* 
lation , reçoivent leur continuité algorithmique de ce que le« quaa« 
tités correspondantes ont, par elles-mêmes^ une génération primitive 
. ou théorique , susceptible d'une continuité indéfinie. Par exemple ^ 
les fonctipns dérivées différentielles et successives de la onction jp*^ 
savoir, mjc""', m{m — i)^:*"'*, i»(m— i)(/ii — a).ir*^% etc., peu- 
vent donner , par l'application des méthodes d'interpolation , une 
fonction générale dépendante de l'ordre ft des différentielles; et 
quoiqu'on ne poisse attacher aucune signification de dérivation dif- 
férentielle aux cas où ft est fractionnaire , la fonction générale obte<- 
nue donnera néanmoins, pour ces cas , des valeurs déterminées , 
et elle aura ainsi une continuité indéfinie. Mais, cette continuité 
qui est ici purement accidentelle, ne provient point, dans Ja.fonc*^ 
tioh générale en question , des méthodes mêmes d'interpolation : 
elle provient de ce que l'ordre général des différentielles dont il 
s'agit, t une expression algorithmique théorique, ou une génération 
primitive, qui se trouve susceptible d'une ceatiiiuité indéfinie. £ii 
effets celte expression générale est 

OÙ Ton voit qu'à cause de la continuité indéfinie de la Êictorâelle 

n/*^'^\ dépendante de l'exposant /ly cette expression est réellement 
susceptible d'une continuité indéfinie , quoique purement acciden-- 
telle : si l'on désigne par ^ la différentielle prise par rapport k la 
quantité ;t considérée comme variable, on aura, d'après l'expres- 
sion (32) des facteurs élémentaires des ûctorielles ^ l'expression 
générale suivante ; 
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qui ^t le principe de cette contimiité. 

Eu second lieo et réciproquement^ Iwsqae les déterminations 
particulières dune fonction 'inconnue^ auxquelles s'appliquent les 
méthodes d'interpolation^ sont de nature que la fonction corres- 
pondante n'ait point 9 par «Ue^méme, une continuité indéfinie^ les 
méthodes d'interpolation ne peuTent donner des fonctions qui aient 
une teUe eonlinuité. Par exemple , les fonctions que nous aTons 
remarquées ci-dessufrca parlant des rapports algoritiimiquesy et 
que nous ayons noosmées lameds , ne sauraient y par Tapplication 
des méthodes d'intevpoIatiMi ^ receyoûr una continuité indéfinie; 
parce que y comme nous l'ayons déjà observé y ces fonctions n'en 
so&t point susceptibles dans leur génération ^irimitive. U en est, 
de même des fonctions que nous avons nommées alephs : ces 
fonctions, étant considérées par rappq^t à leur expos^mt, né sont 
pas non pins susceptibles d'une continuité indéfinie dans Leur gé- 
nération primitive ou théorique (^); et elles ne sauraient, par cotif 
séquent, recevoir cette continuité de l'applicatidn des méthodes 
d'interpohition . 

.En réunissant ces argnmens, nous conclurons que les méthodea 
d'interpolation ne donnent qu'une génération secondaire, la géné-^ 
ration technique, des fonctions dont les déterminations particulières 
auxquelles s'appliquent ces méthodes , sont conwies immédiatement 
ou médiatement; et qu'elles ne forment propreYnent que des algo-^ 
rithmesi occasionnels, dérivés des trois algorithmes techniques pri- 
mkifs> nommés plus haut, dont elles ne diffèrent que par le pro- 
cédé inverse {a particuiari ad unwersale) de l'emploi des déter- 
minations particulières , desquelles elles dépendent. -^ Telle est là 
eoNCBPTioir GENÉEALS dcs méthodes d'interpolation : les schémas 

• 

■ 

(^) La raison de ce que Tes fonctions alephs ne sont point susceptibles de 
continuité , quoiqu'elles proviennent d'une considération transcendantale , consiste 
dabs ce qu'elles se rapportent essentiellement à la Théorie des nombres , et par 
conséquent, à l'algorithme primitif de la sommation » dont le caractère dijtinctîf 
Mt Ja 4iscontinaité* 

55 
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algoritliiniqaes qui en résultent, sont nécessairement identiques avec 
les schémas (vtii), (i^)> ^^ (^<^) des algorithmes techniques primi- 
tifs dont dériTent ces méthodes. — Quant à leurs lois fondamen- 
TALKS respectives 9 et aux circonstakczs imm^iates, formant 
la seconde et la troisième partie de leur métaphysique ^ elles ren- 
trent dans l'objet de la seconde partie de cet Ouvrage* 

Les algorithmes techniques^ primitifs et dérivés , que nous avons 
déduits jusqulci , sont les algorithmes techmqués élémentaires* En 
effet y tons ces algorithmes dépendent immédiatement et séparément^ 
dn moins dans leurs prmcipes respectif , des algorithmes théor* 
riquéa élémentaires : il n'y entre encore aucune influence de la 
réunion sjrsiémiUiçue de ces élémens algorithmiques. ««^ Or, cette 
réunion se présente ici^ comme dans la Théorie de TAlgorithmie ^ 
et avec la même nécessité : nous renvoyons h ce que nous avons 
,dit , dans cette ThégrM^ concernant la dédaction de cette réunion 
nécessaire des élémens de TAlgorithmie ; et nous nous contente- 
rons ici d'observer que Vveaj/bé systématique qui ]ie les algorithmes 
techniques élémentaires^ ne peut consister que dans la forme gé* 
nérale de ces algOTkhmes ^ et qpe cette forme générale est néces-* 
sairement la forme primitive de toute l'Algorhhmie. En effet ^ 
toutes les déterminations d'identité ou de dii^ersité systématiques ^ 
que peut recevoir la réunion des élémens algorithmiques y et qui 
constituent le contenu dé cette réunion, sont déjà données dans la 
Théorie de l' Algorithmie ; et il ne reste, par conséquent, pour la 
réunion systématique et nécessaire des algorithmes techniques élé« 
mentaires , que ce qui peut appartenir à la forme de cette réunion r 
de plus , cette forme générale des algorithmes techniques est évi* 
demment la forme primitive de toute T Algorithmie , en ce qu'elle 
embrasse Inapplication même , indépendante et immédiate, des algo-^ 
xithmès primitifs et opposés , de la sommation et de la graduation. 

U nous reste donc à découvrir cette ferme générale des algo«- 
riihmes techniques, qui sera évidemment Yalgorithme technique 
systématique; et qui,' en même tems, sera la loi algorithmiqvb 

ABSOLUE. 

Pour procéder avec méthode dans cette recherche, il suffit d'obser-* 
ver que l'algorithme systématique en question, devant présenter la 
forme primitive de l'Algorithmie, doit suivre l'algorithme primitif de' 
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ta sommation ^ qui est ëvidemment le principe premier et consiilu-» 
tif (^) de tonte FAlgorithmie ; et par conséquent que , dans la re-^ 
cherche en question^ nous devons nous diriger au moyen de ce 
principe.— * Nous allons le faire réellement; mais^ nous n'en par-* 
ferons plus explicitement ^ pour abréger Texposition. 
P'abord^ si Ton prend le schéma (tiii) des séries^ savoir^ 



et si Ton £atit abstraction de la nature particulière des fonctions con« ^ 
sécutives ^or ^ ^(•^+?)>^(^+^Ç) > «t<^- <I"i entrent dans cette 
expression algorithmique, on aura, pour résultat de cette générali- 
sation, un agrégat de termes de la forme. • • . (xxyir) 

Fx s= *• + *, + *, + *s + ctc. 

En second lieu, si Ton prend le schéma (ix) des fractions con« 
tinues, savoir, 

« 

Fx s: u*, -f» ^, — r-K 



-'.+ 



_^^_^^(x + aO 



jis + «te. ; 



et si Ton fait 

•"'^ u^, + ete. j '■'* ^4 + etc., 

etc., etc., et en général, 

Fx= fSî±tSï ^ . , 

on aura* 

F^ = cp (^ + »ig).C^«4.i + i^«+iJt)^. 

Déplus, si Ton désigne simplement par ^o> 9tf^àf ^^* ^^^ fonctions 



i^ 



(*) Le principe prenaer régulatif de tonte rAIgorithmie , est le flchéma (6) ; 
iOn plus géoéralemeiit le schéma (Si) i snr lequel se fonde toute contimiité algo* 
ridunique. 
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far, ^«+^)> ^«^+aÇ), etc., et si Ton forme ^ avec ces fonctiotii 
et avec les quantités ^, les médiateurs soivans^ 



• 


P. 


= * ^ 




P^,' 


^ -"iw^-i • •* « > 




P,^ 


^^ -^m^B • •* «+1 + ?JIMM • * • > 




P^ 


= -^«-h3 • •^■H-» 4- ^i«^m • -P-H-i ^ 




etc.. 


etc.; . 


on aura 







Or, en substituant la valeur de i^»4.,ar , cette dernière expression 
donnera 

et développant la puissance — i , 
et revenant à la même puissance , 



Pm.P 



nu^x *»4-t 



Ainsi, en substituant successivement les valeurs de F^^^P^^ 
F^^^y etc., et en proi^édant toujours de la même manière, on 
obtiendra le développement général suivant : 

^fgfK I— 5 n ""^ p p *f p p •■" etc. |r 

qui donnera^ pour le ois de msso , l'expression ... « (xxviii) 

«_. V j. ♦* îîîif -L. ?fd!i of/' 

FxsF^. + ^^-^^^-h-p^-etc. 
Donc si, dans celte expression, on £ût abstraction de la nature 



K. 
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particulière des. ^^antîtéà dépendantes de la yariable a: y oh aura 
encore, pour résultat de cette généralisation^ un agrégat de termes 
de la forme. . . . (xxix) 

Fx ss *. H- *. + *. + *s + etc. 

En troisième lieu^ ai l'on prend le schéma (xiii) des produites 

continues, savoir, 

* • 

Fx —foX X/^x 4-/.JC X elc. ; ^ 

et si, comme cela est possible d'après notre déduction, on décom-> 
pose , en deux termes ^ et S, les âtcteurs successift f^x, fiX, 
fgXj etc., c'est-a-dire , sil'onCsdt 

Fx =.(ilf. H- S.) (M, + H.) (M, ^ H.>. . . etc., 

les quantités M^yM^yM^y étc.^ étant indépendantes de x^ et les 
quantités Ho, S,,3s, etc. formant des fonctions de cette variable; 
on aura encore, en supposant que la multiplication soit effectuée,' 
et en faisant abstraction ;de ht nature particulière des fonctions 3, 
pour résultat de ce développement et de cette généralisation, un 
agrégat de termes de la £Gfrme. . . • ^xxx) 

Fx £= *. 4- *, + *. + *s 4- etc. 

En quatrièipe et dernier lieu , si Ton prend le schéma (xiv) des 
facultés strictement dites, savoir , 

Fx := (-i^z)*^^ y V 

et si , en employant l'algcnrithme technique àes séries , on fonobe le 
développement 

tel que nous Pavons déjà remarqué en. parlant des ÊicuKés en ques- 
tion , on aura encore, en faisant abstraction de la nature particu^ 
lière des fonctions ^^,<p(x'^^)y ç(x+30), etc., pour résultat de 
cette généralisation, un agrégat de termes de la forme. ... (xxxi) 



9 ' • 



Fa?s= *, + *, 4. 4>. ^ <^, ^ etc. 
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Ainsi y tous les algorithmes techniques élémentaires petiTent être 
ramenés à la forme générale d'un agjrégat d^ termes ^ à la forme que* 
nous venons de reconnaître (xx vu), (xxix), (xxx), (xxxi). Cest 
donc dans cette forme que se trouve leur réunion systématique ; 
et par conséquent y c'est sous cette même forme que doit avoir lieu 
Talgorithme technique systématique, correspondant a cette réu- 
nion des algorithmes techniques élémentaires. Dç plus , et cela es( 
évident, l'algorithme systématique en question , qui embrasse tous les 
procédés techniques , est nécessairement le procédé technique ab^olu^ 
et contient ainsi le principe de toute la Technie de rAlgorithmie« 

Soit donc Fx une fonction^ donnéct imn^édi^tem^nt ou média* 
tement, dont on demande la mesure ou l'évaluation, c'est -à- dire , 
la génération technique; et soient A», A., £1., etc. des fonctions 
arbitraires de la variable x , prises pour la mesure algorithndque ^ 
fonctions - qui peuvent être liées par une loi , ou n'avoir entre ellea 
aucune Uaison; on aura, suivant la déduction précédente, pour 
la génération technique en question, l'expression générale. • .(xxxii) 

Fx == ^o.n. -H J^Mi 4- -'••^. ^^ -^9-^9 4^ etc. , 

'/^«, jé, y Jt,y etc. étant des quantités indépendantes de la variable x: 
p— C'est cette expression qui est le schéma algorithmique que 
donne la conception oiNEaALS de l'algorithme technique systé-* 
m^tique dont il s'agit. -*- Quant à la loi fondamentale et aux cir- 
constances IMMÉDIATES, formant la seconde et la troisième partie de 
la métaphysique de cet algorithme technique général , elles rentrent 
visiblement dans l'objet de la seconde partie de cet Ouvrage. Nous 
nous contenterons ici â^ remarquer que cette loi fondamentale doit 
consister dans l'expression algorithmique générale des coefficiens ^o > 
ji^y À^y etc.^ qui sont évidemment des quantités composées de dé« 
teiininations particulières de la fonction proposée Fx et des fonc- 
tions auxiliaires Ci^yCi^^Ci^y etc. ; et de plus, que ces détermina- 
tions PARTICULIÈRES DOIVENT ÊTRE ARBITRAIRES, OU CORRESPON- 
DRE A UNE VALEUR ARBITRAIRE DE LA VARIABLE Xy FOUR QUE LA LOI 
%V QUESTION AIT UNE GENERALITE ABSOLUE (*)• 



(^) C'ett cette loi absolue ^ formant Tobjet principal de la seconde partie de cet 
Ouvrage , qui a été présentée à Tlnstitut de France i conuM ferrant d^ fonde*; 
mwt 4 rétabliâfement de U Technie dé l'Al^orithmie, 
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Quant k la forme de cette loi technique absolue^ forme qui est 
donnée parle schémaprécédent (xxxii), on yoit actuellement qu'elle 
•suit effectivement ^ et dans sa plus grande simplicité^ Talgorithme 
théorique primitif et primordial de la sommation; et par conséquent , 
qu'elle est la FbRMX primitive de toute rAlgorithmie. Ainsi^ c'est dans 
cetle loi que doit se trouver le principe de toutes les lois fondamen- 
tales y et par conséquent de toutes les- lois en général ^ théoriques 
et techniques^ de la science des nombres; aussi, déduirons-nous 
effectivement, de cette loi algorithmique suprême , non-seulement 
ioutes les lois fondamentales de la Technie de l'Algorithmie , qui en 
dérivent visiblement , mais même toutes lés lois fondamentales de la 
Théorie de l'Algorithmie, que nous avons déduites isolément dans 
cette Introduction à la Philosophie des Mathématiques. — Vu cetle 
primauté absolue de kloi dont il s'agit, nous la nommerons loi alco- 
iiiTBMiQvx ABSOLUS, eu la cousidéraut en général par ^yport à toute 
l'Algorithmie, ou bien aussi loi technique absolue, en laconsidé^ 
rant en particulier par rapport à la Technie de l'Algorithmie. — « 
Nous devons encore faire remarquer que cette loi présente immé- 
diatement les procédés qu'on appelle développemens algorithmi- 
ques , et par conséquent que nous attribuerons spécialement le nom 
de DÉVELOPPEMENS auE procédés dépendans immédiatement de 
l'algorithme technique systématique qui est la loi en question : nous 
attribuerons le nom particulier et simple de valeurs aux procédés 
que donnent les algorithmes techniques élémentaires , parce que 
ce sont ces procédés dont la véritable signification est l'évaluation 
des quantités. 

Ce que nous venons de dire concernant la Technie dont il est 
question , appartient proprement au point de vue transcendantal de 
cette partie de l'Algorithmie , à l'exception des trois principes logi-^ 
ques que nous avons reconnus pour la transition de la Théorie à 
la Technie de l'Algorithmie. Or , il £aiut encore observer ici , et 
cela en suivant les argumens que nous avons allégués dans la 
Théorie de l'Algorithmie , qu'on peut également envisager la 
Technie sous un point de vue purement logique. — 11 n'en résulte 
nullement des algorithmes nouveaux \ parce que la génération 
des quantités qui est l'objet des algorithmes en général, appartient 
essentiellement au point de vue transcendantal : il n'en résulte qu'une 
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relation des algorithmes techniques; et cela ^ non entré ces algorithmes 
eux-mêmes^ relation qui n'aurait aucune signification^ mais bien 
entre ces algorithmes^ considères comme moyens^ et les fins 
ALGORITHMIQUES pour Icsquellcs les algorithmes techniques peuvent 
être employés. — II, nous reste donc à déterminer ces fins algo«- 
rithmiques générales y qui constituent précisément le but impliqué 
dans l'objet de la Technie de.rAlgorithmie. 

Mais y avant de procéder a cette détermination^ nous devons en- 
core remarquer que y sous le point de vue transcendantal de la Tech- 
nie en question /''domine la £aiculté de l'entendement y et que y sous 
le point de vue logique de cette Technie ^ domine la fiiculté de la 
volonté. En efiet^ la génération secondaire des quantités^ qui est 
l'objet des algorithmes techniques^ est nécessairement^ comme fonc*- 
tion du savoir^ une production de l'entendement considéré en 
général : l'inj^uence de la volonté ou de la finalité qui en résulte y 
se réduit^ dans cette génération secondaire^ aux trois principes 
logiques de la transition de la Théorie à la Teehniç de rAlgorithmie; 
principes que nous avons déduits plus haut, et qui, précisément 
parce qulls dépendent de l'influence expresse de la volonté, appar^ 
tiennent déjà au point de vue logique de la Technie algorithmique. 
Au contraire , la relation des algorithmes techniques avec les fins 
algorithmiques, pour lesquelles ils peuvent être employés, dépend 
évidemment de l'influence de la volonté dans l'objet général dft 
la Technie de l'Algorithmie , et' nommément de la finalité qui se 
trouve impliquée dans cette Technie. 

Venons maintenant et en dernier lieu , à la détermination des 
fins algorithmiques dont il est question. «^ Or, le principe de cette 
détermination consiste visiblement dans le principe même de la 
Technie algorithmique, et par conséquent dans l'objet de la déduc*- 
tion que nous en avons donnée, pour établir cette partie de l'Algo*!* 
rithmie; ainsi ^ pouvant nous ^spenser de rappeler ici tous les 
argumens, nous nous contesterons de présenter, comme résultat 
de la détermination dont il s'agit ^ le tableau architectonique 
{suivant. 

Tableau 
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tableau architechtonitjue des Jîns algorithmiques , faisant T objet de 
; *' la Tecfmie de V Algorithmie. 

jf) Fins mathématiques. 

a) Fins domiées par la partie élémentaire de la Théorie de l'Air 
gorîthmie; 
a) Sous le point de vue transcendantal^ 

i"". Génération technique des fonctions théoriques simples; 
j2*. Génération techoiquç des fonctions théoriques corn- 
po$ees. 
• /3) Sous le point -de vue logi^e. =: CopdUions de Temploi 

des méthodes d'interpolation. 
h) Fins données par la partie systématique de la Théorie de TAl** 
gorithmie; 
a) Sous le pointée Tue transcendantal , 

i"". Génération technique des fonctions de différences et de 

différentielles . directes et inverses^ 
:9*. Génération technique des fonctions de grades et de gisant 

dules 9 directes et inverses^ 
.3*. Génération technique des propriétés des nombres^ 
4*' Génération technique des termes des équivalences^ 
^) Sous le point de vue logique y 

1*. Résolution technique des équations d'éï^iTalence.' 

â*. Résolution technique des équations de différences et de 

différentielles* 
S"". Résolution technique des équations de grades et de 

gradules. . ^ v 

^. Résolution technique des équations de cong'ruence. - 
M) Fins métaphysiques. 

a) Concernant la Technie de rÀlgorithmîe en particulier : , j 
i\ Transformation des sériés dans les trois autres al^fo* 

rithoies techniques primitifs. 
:»•. transformation des fractions continues , idem. 
î*. Transformation des facultés strictement dîtes, iV/^/7i. 
4** Transformation des produites continues, idem, 
tl) Concernant l'Algorithmie en général. = Déduction de jloutes 
' les lois algorithmiques fondamentales^ de la loi technique 

nu algTKidimique jabsditte^ 
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TeUes (ont les fins Ay}Ol^lT^lflQU(s appartenant à la Teelmie 
dont il s'agît; et tel est préciséœeQt Tobjet de la seconde partie de cet 
Onvrage. — Nous y donnei;ons^ non des méthodes isolées pour arrî^ 
Ter à ces fins algorithmiques^ mais bien les principes mêmes et les 

SYSTiuSS DE TOUTES LES METHODES POSSIBLES QUI CONDUISENT AUX 

FINS EN QUESTION : et c'e^t là proprement le yéritable objet de là 
Techhie considérée comme iaisaat uartÎQ de la science des, nombres. 



CONCLUSION. 

Nous voîlà au terme de la Philosophie de rAlgorîlBmîe. — 'La^lcii 
absolue (xxxii) qui s*est trouvée former la dernière Umité de celte 
Philosophie, est^ en même tems, la loi absolue de toute la science 
des nombres ; et ce qui est plus, cette loi, quant à sa forme, se 
trouve' identique ^vec le principe preiîhièr et le plus simple, Fal- 
gorithloie primitif et primordial de îa ébraraation , duquel nous 
sommes partis dans la déduction dé cette Philosophie. Cette circons-* 
tance présente ûd ' critérium infaillible de ce 'que le Système de nos 
connaissances algorâhmiques , est iici complètement 'i^chevé. 

t/LASy pour nôtts fbnber une idée exacte de Tétat dé ces con-» 
naissances, arrêtons notre attention sur les deux questions suivantes : 

« 

' a*. Quel sera Niât de VAlgorUhmiéj 4ipri$ cette "Philosophie dei^ 
Mmàîéràeiùfuesf' ' ■- 

Pour répondre k ces questions, Il suffît de résumer ce que nou^ 
avons dit dans cette Introduction à la Philosophie des Mathéma* 
tiques, et d*en faire l'application aux conjaaissatices positives, tt- Voici 
ces réponses. 

D*abord , pour ce qui concerne Tétat de VAlgorithixue antérieur k 
cette Philosophie, nous avons prouvé que les principes preniiers ou 
métaphysiques n'avaient encore qu'une certitude problématique, et 
que parmi les différentes lois fondamentales de rAIgorithmie, une 
seule, le binôme de Newton, était coiuaue. ^ 

Le^ différent principes de F Algorithmie n'étaient obtepys que par 
induction, àparticutari ad universale y et p'avaieut^ parcoaséquent. 
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qa*un«|[ëiiéraIit^rektite^ou pfésompUte. Leuf origine mtellectnelle, 
k Mvfce de kqudSe on aurait "pn dëiiTer leur génëraKté absolue ; 
était iticoûirae. Ainsi , les limites o« leti cooditiotis de Tapplicatiôa 
de ces princil^ei, ne f^trrtienl éli^ flx?^; et par conséquent , Vtm^ 
fiùî indéfini de ces principes détail conduire li des erreurs \ nous 
en aTdné donné un ej:emple ^ppani ^ "par lès eontradiètions dané 
lesquelles s'est trouvé entraîné Rramp; cofttradtciions qut Vont 
fercé à déclarer que ^ dans la questkiin des principes madiàiiàtiques , 
KS rLixs ORAK DS oioMiTAks SONT OBtio^s d'avoitcr ttfbiEïrvit£0r¥ 
uuarotioaaim. 

Qçmnt au3t différentes lois fondaitteatales de FÀlgontlimie , toici 
ce qull en était. 

L^ loi fondamentale de la théorie de la sommatioxt ^ mar- 
quée (i) dans cette Introduction, comme identique avec k con-^ 
ception même de cette théorie , .éttât nécessairement connue ; mais 
cette loi 9 purement poptdaire et nullement scientifique , n'étant pour 
ainsi dire que le premier élément de rAlgorîthmie , ne formait^ 
pour k science des nombres, qu'une condition négative ( donditio 
sine ttfua non) des progrès ^ ou plutôt de rétablissement de cette 
science. 

La loi fondamentale de la théorie dé k aftpnootrcrioir . mar«* 
qnée (4) /notait Connue que Sôus m forme popuhirr, ou daiis sa 
généralité reltfttfe Obtenue' ptf' fandtiction : k généraKtoS absolue de 
cette loi, par ettmpk^ k siguMe^tioii d» nombre J pojir deux 
nombres cfntierÉ quelconques J? et C , n'élitt- p<Hnt eonnue. 

La loi fondamentale de la théorie de k ofiAovATtOK , marquée 
(8) , qui est k première kîi fondamentale entièrement scientifique , 
forme le binôme de Newton ; e^ c'est Ui k seule loi Jbndamentale 
scientifique qui ait ^é connue. *^ Mais*, le principe premier de 
k graduation , k vraie signitcation des nombres dits irrationneb , 
et le ^incipe de k pimralité des racines , n'étaient pus connus , 
du mdins avec une conscience lo^que suffitentè i bien plu# , k 
nature '4es quantités idéales, dites imaginaires > disit entièrement 
«néco^^uue. - . ^• 

La fhéotie génémie de k «rémiiiÂftoir , dont le sehémé est 
snarqué (^a), et qui enibrasse ks séries (vtii) et les ft^ctions 
centimes {i)i)> n*était point c^nnuft dnûS |éj^|il:înct>ès« En etfet^ 
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U'forme'getiérAle (;2a) de l'algMièhtne de la Aaméf atioil ^ ik^«taii 
Bas encore déduite ;' et la loi fondaa^^çatale de Oelte tWorie, qui 
ça embrasse . toute l'ét^odcie ^' n'est pas non plus coBraie endoi'e h 
90US la donnerons dans la. secondepartiede cet Ouvrage. ^— Quanta 
^ ralgorilhme des atuniérales (a4) y formant un cas pasliculier di^ 
|a. tliéorie de la niMneifatioB ^ on neie distinguait pas encore* , 
. JLa théorie générale 4^& FActTLTÉs n'étais connue que par ij;iduc-'^ 
tipn. Le principe . premier de cette théorie, marqué (3i)/et s# 
ip^ fpndamentale que nous donnerons égalemei^t dans la seconda 
partie de cet Ouvrage, n'étaient point connus. «— Quant à Talgon 
rithme des fiictorielles (a5), il neet qu'un cas particulier de':Ia 
théorie des facultés. ^ 

La loi fondahientale de la théorie des loi^àbethiies^ marqaéef(4^) 
et (4i)> ^^ ^^^' ^ plus<grande géuéfalité (42)> s'était encoroi 
déduite que ^e la théorie des sinus. , De. plus , la loi fondamentale^ 
^t la plus simple de cette théorie ^ marquée (>35) , n'était potut^ 
reconnue encore pour Xe principe même de la. théorie des loga-. 
rîtbmea r on ne la considérait que comme une expression in&tru^- 
inentale, propre à donner les développemens de ces fonctions.! 
*— Quant au principe archi tectonique de cette théorie , la transilioa 
de. la numération aux facultés , on n^en savait pa» l'idéey ; ^ 
. La loi. fondamentale deJa théorie des^i^vs, mtfpfffb^ (4^}, e^ 
ïm expressîims/4^) qui en proTÎaniient^ n'étaieiU; <ftf ii|t conaues*. 
Ç^i^ plus ^. cet te théorie, y. en ia considérant même dans le prt^mier, 
ordre de . son, ét^t tran^endant , -n'était . encore .donnéb, que pf^p la, 
Oéométrie.^— * Pour ce qui concerne les ocdres supérieurs' de* la 

théor?^ des sinus ^ aiitquels oavre^pondeniJes f expiiessionfiy4S4)'> C^)^ 
et (5g) y ils étaient entièiteitient inconnus. '^ : - 
. La loi fondamentale de la théorie génélra^e des uifféaïncxs,^ 
xnarquée (c) et X^)% n'était pas. ccmnne. --— Nous savons- bien que; 
Çondorcet était parrenu j par induction , à Texpr^ssioiLmaciquée (hy^^ 
qui ^t. le. cas le plus paptî<;uli0r de c#tte loi;» mais nouç ne stâfone^ 
9^'. <IH'9^.9Î^ dédyil l'expre^iop généraW ('c}v,. ot sur-^to^^t <q«'oni 
l'ait reconnue pour la loi fondamentale de tonte la théorie de% 
différences et des cBlfiHrentielles^ 'directes Jit inv^s^s. HoUs^^ayOïs 
ait contraire que j pour ce qui concerne ^n. parâculier le^ càl^J 
^érje«tiwCl> qôl a! jObi . p^r ep ^^^^.wn^itrie ^nli^r^xç^vt la ;EMt«ire> 
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eu lui rdottfiâqil 9 'ï>0ur. principe ^ le {prétendu théoième de* Taylori^ 
ou d autres expressions techniques pârâlles» 

La tbéorie des oraob»' et des oradulxs n'était point coniuiej^ 
on n'en soupçomudt même pas Fexîstence. . . , 

]> loi fondamentale, dç la théorie des nombres y inarcfuée (D) y 
qui .eM . le.' principe dé .la possibilité jdes con^ruences, était ia- 
çonni^» — Uien était 4e Bi#me du prindpaardiitectonique de. 
cette théorie^ . • • ^ 

Les piriabipea4éléol0|;iqii<9s de «la.lbéorie générale des i^^uivA-^ 
^cNcfis y n^éliaient ppint QQimas / et quant au^ lois fondamentales 
de oâtte théorie^ la. loi pi^cocîpale^anarqiiéeX/?;?)^ n^était pas^connua 
pon pl^s: :o^ necontraissait que la loi marquée {hh) y qui est TJ#i-, . 
blement d'u^a xKKÛndve. iinp09*Xaace .philosophiqpAe. .. ^ 

^ JLjA résolution tbéprique.des É^uAarjtojpfS D'^QUivALEiics é{aît de« . 
venaê tout-à-faît problé^latîqne• On ne connaissait que 2l(^ réso- 
lution des équations des quatre pi^aûors degrés , et fin n'ayait jaullo 
idée de la nature et de la forme des racines des ^équations dej» degréa 
supéri^irs. — ^ C'est cetle «nature et ^ette iorrae que donne Ja lo^ 
générale de la résolulîoB . -des équations d'équivalence^, exposée 
dans l'article concernant ces équations ; et dérivée de la' loi fonda* 
mentale (pp) de. la «béoiàie des* éqnîfi^loncés. ' \, . ^ 

• JUa résoluli^Bra tfaéoiâqtii^ des équations qe ^niFrmENCSS et n^ 
t>iFFiaEKvuiLMS 9 étiû{^ attcowi^a-iiqparfahe. Les procédés qu'on 
' a pour, la résolinlion de quelques^ cas parttqnliars de cçs équations ^ 
sont indirects et artifidels*: ils i^ sQut pas même encore ramenés 
à la loi générale de la résolutiof^ de ces équations^, à la loi qui est 
exposée dans l'article, concfrn^nt les - équations ;d^ différettces ,• et 
dérivée de la loi fondamentale (c) de la théorie générale de ce» 
fonctions. 

^ , La résolution théorique des équations de grades et de cra- 
{ftULEs^ n'était pas encore «n que^tion^ . * . . 

. lEnfin, la résolution |théo;iq\iè des-ÉQUAviONsj&B çonchu^nce^ 
se trouvait djMts.le piéaae élat d'imperfection que la résolution de% 
^qoalions de- différences et de difiereetielles^ . * - - ^ 

Ponr ce qui concerne. la 'Technie db l'Alcorithmie , on n'en' 
avait -encore' nulle idée ; et en effet, la dénomination inëxacW* 
fle méthadeSi d'i^projc^mcuiqii jin'ou fivait donné^ à^, W^^^^^s pro-^ 
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tédés techniques isoles , auxqudi ôq Vetak trouvé forcé de recourir; 
prouve 9 avec évidence^ toute l'absence de l'idée de Celte partie 
intégrante de l'AlgorithnCiie. On ne se doutait nuttement qne les 
différens procédés techniques qu'on noimnait méthodes d'approxi- 
■aation, formassent des systèmes particuliers et dépendans ^an 
principe unique. Même dans ces méAodes isolées, otine connais-* 
sait encore que les eas les plu^ pafticuKers ; par exemple, dans les 
méthodes dites d'appr#ximation que focKmissaient les séries , on 
connaissait seulement quelques méttiodes dépendantes du prétendn 
théorème de Taylor ; la loi de la AmH; plus g^éhérale (x) des 
séries , et encore moins la loi de la forme la pltis générale (v4ii) de 
Ces fonctions techniques , et par conséquent les méthodefS fondées 
sur ces lois , n'étalent moment connues. -^ Quant è la Lot teoh- 
»rt^u< ou ALcoaiTtfMiqvs AlsiOLirr (xxxii) , et aux méftodes qui en 
amendent. On ne s'en doiAait xdéme pas; ^ 

Voilk quel étah r-éMi'dé FAIgorithfide Sfrant cette PhtlosopUe d» 
Mathéntttiqnes. -^ Potor ce quinsoncMne !a.lMKta{4iysiqQe mémo 
de TAlgoritliakle , il est «upetÂn ti*en potier, ptree^qoe, suivant 
nbus, on n'en avait pas encore entrevu fkUe (^)« 
' Voyons maintenant quefle est la réponse que dotiue le résumé 
de la Plnlosopfaie des Mathémati^pses > présentée éana eai Ouvrage 5 
k la seconde des deux qMstkMa^ aiwspitHas now wMà arrêtons 
ici, savo» :<^el sera l'étM de 4'AdljgWilhttit aprii celte Philoso^ 
phie dea Mathématiques ? 

Pcwr ce qui coneeme, en pteMiter lien, Kn prindpes métapfay-^ 
siques de FAlgorithmie, leur déduction est donnée : le fondement 
absolu sur lequel ils sont établis , est connu , mente par ce que 



^i^mmim^^m^mmm^^mmmmmmÊmiÊm^ 



(*) Le8 ouvrages qui prétendaient au titre de Slétaphjaique des Mathématiques, 
tels que la LangUe des Calculs dt Côndillac, k Métapfiysique de la science des 
^xumtités dt Limmer, et autres productions paéeSIIes, B^mt, de Taveu de tons Itfi 
géenÂIrts , d^aaè ttolUlé aattiétttitiquii dstaltt* ; «1 qBanft à Isar mérite pUldio- 
phique , c'est tout éaipleinest de la mà^afkynqjÊê dQpaatiqiia « en « .coame on dit 
en F ranse, de la métapbyûqiie i^jirténMtîqiie : Isê aos ^ teb qaa Toattafe de GoadiUaa g 
dérivent du système de sentoaliAme de Locke; les autraa» t«ls que rou:yrage de 
Limmer y dérivent du sj'stéme d'intellectualisme de Leibnits: et sous ce pôiat 
de vue f nous pouvons assurer aujourd'hui que les auteurs de ces productions | 
a^ont-mCme pas.eu l'idée As la Kétl^TsiqQe des Ibdiématiqaes. 
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sous en arons dh dans cette simple Introduction. ^«» Ainsi , les 
limites et les conditions de l'appUcatioii de ces principes , sont ou 
ptrayent être ricourensement fixées ; et nous ne devons plus craindre 
de fouvoîr être entraînés dans des erreurs^ par un usage logique 
ou conséquent de ces princ^es* — * En un mot , l'AIgoritbmie aura 
dés(Mrmaia des principes infaillibles. 

Pour ce qui concerne^ en second lieu^ les lois fondamentales 
de l'Algoritlmiie en général , ces lois sont- actuellement connues 
et déduites powr toutes les branches de rAlgorithmie. -* Leur 
application est manifestf^.; et leur primauté respective est fixée 
avec évidence et irrévçealilfmftnt» 

Pour ce qui concerne y en tr^naième lieo , les procédés particn^ 
liera de la Théorî? de 1' A%ontiimie ^ il esi irisiUe que ces differens 
procédés^ tMmvés fin a découvrir > doivent être ramenés aux bis 
théoriques fondamentales ^ établies par la Philosophie dont il esjt 
qUestîc» ; par exemple^ l#a procédés» de IHntégmtion des fonctions 
et des équations différentielles ^ doivenl^ être ramenés aux lois fon* 
damentales respectives ^ne nons avons déduites dans les wticles 
concernant la ûiéorie génMle. des différences €ft les équations de 
ces fonctions* -^ C'est ici le lieu dV>bserver. que lontice -qu'il y a de 
général dans la Théorie de )'^goriAmi9> se ttonw dét^rmitié païf les 
lois, fbndaiaent^ d€» «^tle^ Théorie ^« posées par la nâloao^e 
dont il s'afU. Aict^i^ pav .eimnpie^ tout ee^ qu'il y a de général 
dans la résolution théorique des équations dea differens genres^ 
se trouve déterminé par le^.loia reqp^ectives que. nous av«iis reeonnnea 
pour ce procédé théorique i ks cas parlicsuliws de la. résolution des 
équations^ étant entièrement indépei^ans >et ne. pouvant^ dans l'état 
de cette particularité , êyee soumis à des lois générales ^ ne sau- 
raient recevoir qu'un développement successif et indépendant de 
toute considérat^n générale. U se présente même ici une observation 
majeure : c'est qne la résolution théorique dc|S caa particuliers des 
éqnatipna .des dîfférnns . genres , nsaum BitviiiviafXHT -dû HXsxan) 
et cela peéciaéMent parce qne^ ces car p a r éc a iJei s sont indépeft* 
dans entré 4ux > et de toiaf pmeédé généM ^ comme nbusU'avons 
déjà remarqué en donnait la déduction de la Technie de TAlgo- 
rithmie. Nous le répétons ^ tout ce qu'il y a de général dans la 
résolution théorique des écpialions-^ ainsi que dans tuole la Théorie 
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de rATgorîthmîe, se trouve donné par les loî$ fondamentales qu.é 
nous avons assignées aux différentes branches de cette Théorie : 
on ne saurait aller au-delà ; et jamais ou n'aura des lois ou dés 
I procédés théoriques oÉivÉtiAux différens'de^ceux que iious aVons 

déterminés. -^ La certitude absolue de cette assertion est fondée 
sur les principes inconditionnels desquels dérivent tes lois théoriques 
dont il s'agit. .. .v 

Pour ce qui concerne, en quatrième fet' dernier lieu, les jfw^o- 
cédés parlî'culiers de la Tcchnie de TAlgorithmie , il ' est également 
-visible que ces différens procédas doivent être ramenés' aux lois 
' fondamentales dès différentes branches de cette Technîe, et défi- 

fiîtîvement à laloî technique ou algorithmique é^èdixxe- (xxxii). ^^ Il 
fâtit observer ici que \^ sort de fat Techfiie , ou de celte pattîelti-* 
tdop^ante de FAlgorithmie , qui a pour objet la mes?are ou Téva- 

^ luationdes quantités données d'une manière quelconque, est bien 

difierent de celui de la Théoritef-de^t'Algorithmîe .-"dans la Technie, 
les lois ies plus générales s'appliquent immédiattftkiéiit, sans aticune 
déterteiinationb ultérieure ,' aux tas les ^lus partieuliërst ; dtfns la 
SThëorie, les lois fondamentales et générales ne satnraiehfr'éti^ ap^ 
pliquées aux cas particuliers , considérés comme tels, sans re€fo-* 

^ voir des délvrminatiôiis 'tiltérieuréè' qui 'les* tendent apjlllcaiileft à 

ces. (096 parliculieii^ Ôtixidepeiidans. U s'ensait que la -Technie dé 
l'AlfOi?ithiaie e^ e9|ièr^m!Bnt,^^ notre pouvoir, dès que les lois 
fendaiwfîntafes , pt sur-tout la loi absolue (xxxti) de cette partie de 
TAlgovithmie^ aout connues; tandis que la Tliéorie de rAIgorithmié 
è^éste , pour jamais , hors du pouvoir de l'homme , en la prenant 
5dans son étendue entière. — G*esi même' là la condition de )k tié* 
cessité dé la Technie eA question j considérée conUttie' partie inté^ 
fprante de TÀlgorithmie en général. • . ' -• - 

II résulte de cet aperça de l'état futur ' de la scieùce 'des notn"^ 
bres , et de ce que nous avons déjà ditr pltl^ batit , que la Tbéorie 
de l'Algorithmie fornie un champ indéfini de spéculations' a^oi^«- 
tifiques. -— ( Ces spécufeations '«ont nécessaires ; etted constituent un 
4B^k de la raison : aussi'; Fhomme ne se désistera- t-^il jMH^is tl'èa 
poursuivre lés développemens. Mais, ces spéculations atgoritlftKii^ues 
4^ant indéfinies , et dépendant , dàfns' leurs développemens rffèces- 
icfessife , du «linple Kaârd , i\ S9 présezitè un pr^blàmc^ d'ubê ifen-^ 

portanc9 
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forUnce majenre^ celui de détérmîtier les lois oÉNénALES de 
•leotes ces spéculations àlgorithiDiques ; lois qui seules peuvent ici 
satisfaire la raison. •— C'est ce problènle que nous avons résolu 
d^Hs cette Introduclion à la Philosophie des Mathématiques , en 
posant les lois fondamentales de toutes les branches de la Théorie 
de l'AIgorithmie. 

Il résulte encore de Taperçu philosophique précédent^ et de ce 
que nous ayons déjà dit plus kaat, que la Tech nie de rAlgorithmte 
peut donner^ d'une manière géfiérale , des méthodes pùur toutes 
les quektioBS algorithmiques qui et présétiteilt à Thômme. --^ Or , 
'ô'est efi nous .fondant sur la certitiide de cette pôs^bilité, que nous 
aVôns avancé dans le Mémdiré sur la Techj|ie algdritbixiic}iiif^ pré- 
alfnté a l'IottitiTt de Frimée^ et que iiotia r^étons ici ex^essé-^ 
l(tienty <|ue i^oua Les problèmes des Matéeewati ques ^ . e^c m&s 

<50NSIDBRaWt PAk RAPPOAT À bA BETERilINATIOIf DE LA YA^^II/R pi>S 

^^vJMjiriê ^ É«tJTENT itttix BÉsQuis Au##URD*ttvfi. On vei^a, dans la 
seeonde pavûo de cet Oiivriige ^ si cette assertion est fondée* Pouir 
lé m^ibènty en obéenraiit <{ue ce sont préciaéiilent les déVeloppemetfs 
dés fonatiôod Hvi consliiùent les ùiédi^es 4lgorithiaiqiles engéoéirali 
on peut présumer la légitimité de cette aasârtioR par lit dé^aralioa 
•spfësêe de la Ciommission de l'Iastitut de France^ que Voici i 

« Mais , ce ijul a frappé Vbs Ùômmlssdire^ dUHÈ lé Mêmôlhi 
» de fauteur , c^e^t qu'il tire y de sa formule , ¥ôtt+is éûlèi 
» que Von cotindlt pour tes déi^êfld^pêhteni des fhHctlàns j 
M et qi/eltès ften sont que dès éi^'tiiiô-PAkTictTLîEké. >i 

. Bn terminant cette Conclusion ^ nous devons déclarer que ce 
n'est point pour. nous ^ mais pour la Philosophie en général^ que 
noua irevendiquons ce que les Mathématiques peuvent recevoir de 
nos travaux. Le temps est venu enfin où la Philosophie, assise sur 
une base inébraplable , peut remplir, avec infaillibilité, Tune de 
s^é pfus nobles fonctions, la législation des sciences. 

La découveifte de la Philosophie transcendantale, sur laquelle 
TfpOise cette Philosophie des ])t1btbéniatiques ^ ^st une époque in- 
eoInpardbM dans les progrès de Tespi^rH hrnnisîo : elle a dévdiM 
cette ptfniM« fét^ié, ^iié t«ù< eè <opx\\ j k é% fkit ffé^ k tiNOft 
de f hOttimë^. û'èSt encore quuii travail bi'dvl^di^.'Il Êàt^s|»èddre 
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les recherches : il faat prendre des lentes tout^à-falt non^èlfè^ pour 
arriver, dans certaines sciences, à* des résultats permahens, et ditis 
d'antres^ à des principes ix&maables/ Un trftmnal législ«fl%târ , ëtaUi 
par cette Philosophie absotue , par la raison , rangée , aitf tiombre 
des dernières 9 là science pro(bnde du géomètre : suivant Ifarrrè^'^dè 
cet infaillible tribunal y les Mathe'matlqùes ressëiUbIèbtf''^à un bel 
édifice qui eerail presque achevé , et qbi li'aurdit ^pas ëricorë dé 
fondeitiens. — Ce sont ces fondettîeiis qiie tioits itOu^ àottirtiêft 
efforcés de glisser sous l'édifice des Mathématîquéii * •'^' - • j 
Il faut savoir que la Philosophie transcendaHfâ^;' èc^iS^t^é^^én 
ellerxnéme y a été donnée toute achevée par Tauteur même de 
cette Philosophie y et cela, parce qu'elle forme un système parfait, 
où tontes les parties sont liées nécessairement (^). Mais y î'appli- 
cation de cette Philosophie aux différentes branches du savoir 
humain y aux sciences y application qui forme la Métaphysique, n'a 
pu être achevée par le même honnme ; toutefois cet illustre mortd 
e donné les principes métaphysiques de la Physique^ du Droit, 
de la Morale,' de la Religion ' et" 'de 19 Pédagogique. — Cest du 
temps et de la culture de cette Philosophie , qu'il &Uait attendre 
la Métaphysique complète de toutes les sciences.. 

Voici, d'abord^ la Métaphysique des Mathématiques (^'^). *^ Nous 
donnerons ensuite et successivement la Métaphysique des autres 
sciences exactes. 

A cette occasion , nous devons prévenir le public , ou du moins 
cett^ partie du public qui ne peut pénétrer jusque dans le sanc- 
tuaire de la Philosophie transcendantale , que la Philosophie est 
enfin parvenue à déduire , avec certitude , les vérités tes plus im- 
portantes pour l'homme : en effet, les principes des sciences, lès 
règles du beau , les liens de la société , les devoirs des hommes , 



(^) II est à regretter que M. de Yillere ait renoncé à faire connaître â la 
France la Philosophie transcendantale : son style éloquent , ses lumières , la 
pureté de ses intentions^ tout l'appelait à cette noble fonction. 

{**) Immédiatement après cet Ouvrage , nous présenterons un apei^ de la 
Hkilosophie de la Mécanique céleste , précédé d'uB^ Introdiictioa. a la Phil/)«Qphîe 
des Hiatbématiqnes appliquées ^ et spécialeipient à la Philosophie de la Méca- 
nique en général. ^ Après ayoir ainsi consulté Topinion publique , nous pro«- 
f éderons i la publication du Traité complet d« la Philosrpbie des Mathématiques. 
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lear wmdt moral , leur 4igaité , tout est déterminé , et a¥ec la 
méme.certitade avec laquelle nous ayons déduit , dans cet Ouvragé, 
les principes simple^ 4^ ^^^^Q^^<F^« Mai6;i ce qui mérite sur- 
tout d'être reiparquéji c'est que les résultats de ces recherches phi- 
leisophiqpesn les plus profondes^ que Thomme ait Êiites jusqu'il 
,ce jour y se trouvent conformes aux opinions sacrées , établies mi-« 
tnrellement dès la plus faa^te antiquité : ordre juridique avec cou- 
mission à la Sopiver^neté ^ ordre éthique formant TÉglise, ordre 
moral d'un Diçi^ rémi^uératt ur ^ voilà les résultats ^ tout à ia fois 
JubJini^s et.juatûcels. de .la Philosophie trânscendantale^ 
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AïyDITIOK 

■ * ■ , y 

A r'Jirtîcle concernant la résolution des Equations dé coffgruence. 

A résolution géuévàlç, ie^ equmUons de coi^rw^çe qua nous 
«voQA expo&^e à Y^r\iç\e .çpuc^rnmX ces. ^qu^àQn/^ , yefit ^re sim- 
plifiée, et pwt dinsi dâye^ plvgi facile 4?^.^ sp^ ^plîc^û^^u ah^ 
cas particuliers^ en donnant immédiatement, aux élémens de con- 
gruence n^, n^y n^y etc. y les déterminations que j suivant la réso^ 
lution générale en question y ces élémens reçoivent médiatement 
par la détermination àes coefiiciens P et Q des équations {dk) ; 
et cela , en employant simplement les équations (dj)j (dp) et (dq). 
— Pour faire connaître cette siraplifîcatiou » nous la présenterons 
ici y comme exemple y dans la résolution des équations de con-' 
gruence du premier degré : on pourra facilement généraliser cette 
exposition. 

Soit réqualion de congruence du premier degré • . • • (J^«) 

]S'^j^a = N'^-\-(ry ou i\^f + a=o, (mod.=iÉf), 

en faisant N* — iV'= iV, O'*- (/as O. Or, suivant les expression^ 
(dj) et {dp) y on aura les relations d'égalité (^/^) 



'égali 
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lesquelles, d'après la loi fondamentale des nombres (27), constituent 
les principes de la possibilité même de Féquation de congruence 
qui est proposée, et par conséquent les principes de la résolution 
de cette équation. — Ce sont précisément ces relations qui em- 
brassent tout ce qu'il y a de général dans la résolution des équa- 
tions de congruence , c'est-à-dire , qui forment la loi générale 
elle-même de cette résolution ; loi qu'il appartenait à la Philosophie 
de donner, et qui, dans l'Âlgorithmie , doit recevoir la détermi^ 
nation ultérieure et nécessaire pour être appliquée aux cas parll-^ 
culîers. C'ert en effet sous celte forme générale que doit avoir lieu 



à 43Ut6nniiiiir i pow ^n: ç^n ^ff^xmMer ^m4 > p«r «xei»|4e ; pour 
»t le^pg^fitT^ d^» foikQUQP^ a}epl)s, CaUA damtère deterimQaUon , 

qui est entièrement contingentç el qyi ue dépend plus d'aucune 
loi générale , appartient à rAlgbrîtliniîe, — [On peut ici se former 
une ictéa de la part reêpedive de la Philosophie de TAlgorithiiiie 
et -de rAlgorithmid elle-^tnéiHe k Is première 'fixe les lois générales 
de^ procédés c^oritbtrrîqisés , ^n les prineipès de ces procédés; 
la^flCOftde donneti^ês lois géliërtdes dçs déterpiinaiion^ ultérieures^ 
pour les rendre applicables aux cas particuliers et indépendans : la 
loi générale (J'fi)y donnée par la P^Uo$opl|ie de TAlgorithmie^ est 
tout ce qu'il y a de général dans la résolution des équations de 
ç^ngruenc^; 1^ datçrn9it»iiûqq nH^i^utQ 4« «etto loij et Qomméjifient 
la détermination des élémens de congruence /2o f^*> ^^p f^^» ^t de 
Vexpoâi'aQt m y appartehànt H TATgôritfamie' ellé-mftine ^ est esscrn- 
tiellement indépendante . d^ns chaque Cafi parlicvdièv d^ CM ëqua** 
tious ^ c'est-à-dire ^ q\ie les proches d^ cette détermination ulté- 
rieure sont absolument hétérogènes dans les différens cas particu- 
lier, et quf ils <> ne dependettlpltii d'aûéuue Idi générale. *^ Voici 
-ce^T id<étcmiif|flftipn ptoemcnl^klfcyritiuMiqve de la loi {J'fi), é^ns le 
cas particulier dont il s'^agtt. 

Sok msa fl , N^aBn^w^^h^^ny. La dernière des trois relations 
(<r/2) donnera .. V . ^.^ (J^) - ' •/. : v ».••.. 

« • 

Qr , d'aprèç réqpalion ((i/) , au moiiif un des élémeps dp congruence 
«i; 'ï* et w,, doit être un norxfbre entier àrMtrkrrè'y;' iirisil'ei} faisiint 
n,:;;=;j ;= jVV,* i étant un autre iiotabré entier âtbîlraîre, Tçijpres- 
sioh précédente donnerai .V. J- (/s) 
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oii Ton voit que , pour remplir les deux conditions requises dans 
la résolution en question» fi^Ypi? ^ue f et N[^^]"^. fiQÎpnt.^i^ 
nombres entiers, il suffit de trouver, pour n^ + n^y nn nombre 

entier tel que ^ ^ ^^^^ dèvîefme nn nombre ttitier. 
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Voilà donc en qoci consiste proprement la résoltttîon de Yéqa^ 
tion de congruence proposée : elle dépend d'un élément de con- 
gruence n^ y constituant un nombre arbitraire de la forme Ni , et 
de la somme des deux Siemens d« congmeo^e m^ et Fh^ telle que 

— ^ — ^^7^^ soit un nombre entier. 

Quant k la somme n^y'^fh qn'il nous reste à trouver^ il suffit 
de la déterminer une seule foi$^ et d'une manière quelconque. Mais^ 
pour frrocédcr ané Aiodicftiement dans «Ite tUleranoation > si|p0D- 

sons n«4-n3tti(— v/.'Oi'y P étMAt nn^ iMinlwNenCier^ et omui 

aurons '».*-* * ' f ' et' »,»,»•*.. X ♦ , . » 

OÙ il ne reste qu'â^ tN]hivet ^oûr P'iln'iidmbrè eiHier quelconque ^ 

tel queir; — r^ »r 4«?«iem^ ,miii ^nçnAbi^rftttier. $Qil (-^i)*^Q 

C4e nombre entier i^ukant mous aurons -^ ' . 

W.~ ''Q = i- 'T. ■'..., . ... 

expression qui montre d'abord que les non^res M e\ N doivent 
être ^^mlers isntre eiyx> j^#v)p'qeie Ja résoluiîan proposéa >«oit pos- 
aiUie. De plus , en comparant cette expression avec la relation 
générale (4r) ^^ nous avons vo0 daiks Tàfilçle concernanf les 
équations de Cbngrâécice y on Verra qti'èlle eti est' un c^ parli<^ 
cuHef ^ celtti oà <zr:^ i et -tt p=; i , savoir^ 
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en Ciisant d'aiUeqrs A=x i • Il n» leste donc qu'à dét^nniner la 
suite des bases a^^ a^y a^, etc* qui donnent des médiateurs tels 
que Ar5=5[rf,]^ et iV=c8[aJ,^^. Or, si Ton opère les divisions ^ 
complètes 



etc., jusqu'à _>> — a. -H j^^;::^ , 

en supp{>sant que o» soit le nombref entier qui répond an reste 
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-j^") r=o, les qnotiâhs consécutifs* «, , «;, o^ ... a^ seront les bases 
demandées. On aura ainsi ...... (^Q 

^el par conséquent ...... (cTji) 

• ■ • • • . 1* . . ..•■•. 

Cette r^ltidoii'ite réqpaation de con^raence proposée/ qui est 
êmàée jsnn h. prjiwîpe. pr^mkir o^ fJ>solu de .cette resolulioa , 
montre y avec évidence^ quelle est la nature du nombre arbitrwm i, 
qui entre dans l'expressiott de ^4 on voit ici eflTectivementy ainsi 
que nous l'avons avarice en général > que ce nombre arbitraire est 
«B 4^ élémeus arbitraire^ 4^ çaqigru.(ÇOC£t, .Mais^ pouc «pprpfondir 
encore mieux la nature de cette résolution^ il faut remonter jusqu'aux 
principes, de la cùngtuend^ > «coftâft^ntfs dans les deux membres de 
cette relation. Or, puisq9;'(S%:|;éKi^al la diff/éren^e js^-t^ fomno, 
le module , nous aurons ici n^ — r^^ ^i relation qui , jointe à la 
détermination n»H- «s s= (— ^TOP, donnera 

440%,, ^s trpis élçjçpe.iîs de fiop0tpie^^^ et /^^ci^noos rap- 

pejaîit <jn^ i^^ = iVr, sçront détprm^ et les dehx menaWes de'^ 
congruence , formant les deuir premières àes trois ^expre;sstP4;is (^fïjS)^ 
seront déterminés également: Oh aura donc 






^ i'«fr |?o^»fa ^ eii j wlistituanj j'ex^je^pion (/n) de Ç ^ dét^iv 
miner les quantités partielles N'y N'y t/ et (7 ; quantité^ qui 4é-: 
pendent évidemment du nombre arbitraire ù — . Voilà quelle est « 
pour çh^que-vale^r^diei <> la formatioii des deux membres 4^ la 

principe de Téquàtion proposée. 
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ERRATA. 

Page .7, ligne aS, qui est Tobjet de cette Introdattion ; lise^^ qui est nn 
. objet esiâÂîel dé cette Inttoduction , 

^ 1 5 y 1 et a , notre véritable obyet ; lisez , notre objet essentiel 

^16, 1 » par l'inBttence de la raièon eonstitutiye ; lisez ^ par l'iiifluenc^ 

constîtoti?e de la- raison 

^35»' dernière s qui a )ugé cet Oorrage \ lisez ^ qui ajug'l la Tecbnie 

. . ^ l'Algorîthmie , 
•^96, J., dans là fhilosopbie générale des Mathématiques; lisez ^ âafts 

la flUtte .de cette totrûrductiofl. 

4é, 4* 9jéuJUiL d peut Cé±p0sdnê /a «^ 1. 

$9^ ^« métfiphfsique ; ./f j«6 , arcliîlactemqiM 

£a » a , qui est l'objet principal ; lisez ^ qui est ^ pour ainsi dire ^ 

robjet principal 
S?| depuis la ligne i4, dans Veipressiàn (gi . . .ffi)m formant des exposons, 

ajotMêÊt Im lutpe f 4juiy Ihariquê, f^mjfxM pat MAfN^ â 
l'impression, 
^ 97i %^« ^'» 9^^ '^^^ r6&)« ; Jiûdt, 4tti, dana iâ H^rlie lyité ittf fi fti en 

question , font Tobjet 
« i^v 4» ^tt produH, MttMtfAé {MU*) U^^, M ptbdiit âemblabkf, ^ 

^ a^gl^ i4^lli««tegadamâ(«*^3> toifEoiens îÂdéteriminév^ /âw&i li 

reileïa doBc (1^ -^ 3) eoefflcianl indétenâinéf. ^«» //yôu^ ^ 
<faR5. /a suite de cM article ^ nJntitner wirtçut'. («»~3) 
à la place de &(«» — 3) , lorsqu'il s*apl des mêmes co^^ 
âens indéterminés p \ 
^a3i, 5> (1)1; lisez, (^O 

. a54» 10 et 11^ (iaii#^rii«{ftM^ «xemp/o/ref) domine; /iM^ipréj^^ 
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riQUES. 



Génération discontinue, f Progressive = Addition, 
Sommation. i »/ . - 

l ftegressive = Soustrj 



ACTION. 



I Neutralisation de la sommation et de la graduation, f Progressive 



Reproduction. 
Génération continue . f Progressive r=: Pcwsances. 



= Multiplication, 
egreasive = Division. 



Graduation. 



Régressive =: Racines. 



[ Immédiats. 



( Reproduction avec sommation f ^^°érale = Numération. 

Particulière= Numérales. 
Reprodnction avec graduation . . / ^<^«^rale = Facultés. 



Génération continue (dan. lea limites de Vé 



^vée. = Surfaces, 



étendue ) 



== Lignes courbes. 



Génération technique par des lignes droites 
Génération technique par des lignes courbes 
' == '^*"o»M- (Application de l'AIgorith 



= Intersection immanente. 



ACTIONS. (GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE.) 



= ÏNTKRSECTION TRANSCENDANTE. 

me à la Géométrie, sans cooidonnées. ) ' 



ATIONS. (GÉOMÉTRIE ALGORITHMIQUE nnm^i • 

HMIQUE. nommée inexactement Géométrie analytique. ) 
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